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Minsta kvadratproblem, typ |
Exempel: Funktionsapproximering
Matt pa styrbarhet

Minsta kvadratproblem, typ Il

Matt pa observerbarhet
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Minsta kvadratproblem |

Givet L och v, minimera |u| under bivillkoret Lu = v.

L ar “kort och tjock”: Fler variabler &n ekvationer
L&gg marke till den rata vinkeln!

Linjara operatorer

Till en kontinuerlig linjar operator L fran ett Hilbertrum till ett
annat, kan adjunkten L* definieras genom att

(Lu,v) = (u, L*v)

for alla u,v.

Minsta kvadratproblem |

Minimera |u| under bivillkoret Lu = v. N

Lésning: & maste satisfiera La = v och

0= (@,0—u)férallaumed Lu =v

Om LL* inverterbar s& uppfylls villkoren av
i = L*(LL")

Tillampning: Na 6nskat tillstand med minimal insignal

Matt pa styrbarhet

T
Lu=/ A9 By (¢)dt
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T
L*x(t) = [eA(tl_t)B] x
t
W:=LL"= /
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Problemet att styra systemet & = Ax + Bu fran x(0) = 0 till
x(t1) = x1 med minimal kostnad [[u||? = ;' u®d¢ har alltsa
I6sningen

a(t) = L*(LL")tx; = BTeA -0 Ww-1y,
och den minimala kostnaden

2T (LL*) Yy = 2T Wiy

Styrbarhetsgramian

Matrisen
ty
W= / eA"BBT A dr
Jo

kallas Gramian. Kostnaden for att na tillstandet x; ar xlTW‘lxl.
Minsta egenvardet till W ar ett matt pa styrbarhet, eftersom
1/Amin(W) &r den styrsignalnorm som behdvs for att pa
tidsintervallet [0, 1] kunna na alla tillstand med norm ett.

Ofta anvands styrbarhetsgramian utan att specificera ¢;. Da
avses t; = co. | detta fall kan W beréknas ur ekvationen

WAT + AW + BBT = 0.

Exempel: Gramian fér vagntag

w

ti[e=t] [e—t]T
[te_t} {te_t] dt
2 —2¢% 1—(2t; +1)e 2
1— (2t +1)e72t 1— (262 +2t1 + 1)e 21
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For ¢t; = co fas

W= i

med egenvérden 0.65 och 0.096.

Minsta kvadratproblem Il

Givet L och v, minimera |Lu — v| med avseende pa u.

L ar “lang och smal”: Fler ekvationer an variabler

Lagg marke till den réata vinkeln!




Minsta kvadratproblem I

Minimera |Lu — v| med avseende pé u.

Lésning: & maste satisfiera
0 = (Lx, Lt —v) for all x (1)
Ekvivalent

L*'La = L%

Observerbarhet

dt

dx =Ax, x(0)=ux0
y=Cx

Systemet observerbart om varje x
entydigt kan bestammas ur yjo -

y(t) = Ce*xg = (Mxo)(t), y=Mxo
MR - 12[0,11]

Avbildning M, avbildar xo pa y
fran vanliga n-dimensionella rummet till funktionsrum

Matt pa observerbarhet

Om y = Mxg + e, dvs om y &r stdrd av matfel e,
kan ekvationen inte I6sas exakt. Minsta-kvadrat-16sning:

min ||y — M x|
X0
t1
W=MM-= / At CT CeAldy
0

31
&o(t1) = (M*M) 'M*y = W1 /0 AT CT y(1)dt

Notera att om y = M %y = M x, + e sa uppfyller skattningsfelet
Fo = x0— %o

llell* = &5 M* Mo

Minsta egenvérdet till observerbarhetsgramianen W = M*M
ger ett matt pa observerbarhet.

Exempel: Funktionsapproximering

Valj uo,u1,u, for att minimera [ |e' — uo — u1t — ugt?|*dit

Lésning:
uo_ uo
u= |u; Lu=[1 t ] |u v(t) =

us | Uz
1 _1 e—1

L*v:/ tledt=1| 1
o | e—2
11 1 1/2 1/3

L*L=/ t| 1t #]dt=|1/2 1/3 1/4
o | 1/3 1/4 1/5

1.013
%= (L"L)"'L*v = |0.851
0.839

Exempel: Funktionsapproximering

(1) (lue), L2-aporox (re). Tayor-approx (lack)

L&gg marke till att minsta-kvadrat-approximationen (réd)
e ~ 1.013 + 0.851¢ + 0.839¢
ar betydligt battre &n Taylorapproximationen (svart)

e ~1+t+ 0582
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Minsta kvadratproblem, typ |
Exempel: Funktionsapproximering
Matt pa styrbarhet

Minsta kvadratproblem, typ Il
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