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Matristeori

Beteckningar

Matris av ordning m xn

aiz @iz -°°  Qip
a1 Q22 -°° Q2
A=
Aml Am2 - Omn
Vektor med dimension n
X1
X2
X =
Xn
Transponering
B=AT
bij =aj
(AB)T = BT AT

Om a;; = aj;; 4r matrisen symmetrisk.

Determinant
aiz Qaiz "t Q1
a1 Qg2 " Q2
det A =|A| =
Gn1 QAp2 - Qnp

Om A ar av ordningen 2 x 2 giller
det A = ajja99 — a12a21

Allmant géaller
n
det A = Z aij(—l)iﬂ det Mij
i=1
n
= Z aij(—l)‘ﬂ det Mij
j=1
dar M;; ar den matris, som erhalles om rad i och kolumn ; i matrisen A
strykes.

Invers
ATTA=AAT1 =1 (detA #0)

Om A ar av ordning 2 x 2 géller

e [6122 —6112]
detA ( —ao1 an




Allméant galler
-1 _ 1 T
det A

dar elementen i C ges av
Cij = (—1)i+j det ML'J'

Egenvirden och egenvektorer

Egenvirdena (4;, i = 1,2,...,n) och egenvektorerna (x;, i=1,2,...,n)
fas som losningar till ekvationssystemet

Ax = Ax
som har 16sning om
det(Al —A) = A"+ a4 oA 24+, =0

Ao AP 4 ap AV 24+ - -+ i, kallas karakteristiskt polynom. det(AI—A) = 0
kallas karakteristisk ekvation.



Dynamiska system

Tillstandsekvationer

%:Ax+Bu
y=Cx+ Du

t

x(t) = eA'x(0) +f eA =" Bu(7)dr
0

Viktfunktion
y(t) = fot h(t — 7)u(r)dr
h(t) = Ce'B 4+ DS(t)
Overforingsfunktion
Y(s) = G(s)U(s)
G(s)=C(sI —A)'B+D=L{n(t)}

G:s namnare idr karakteristiska polynomet till matrisen A.

Frekvenssvar
u(t) = sin wt
y(¢) = asin(wt + @)
a=|G(iw)|
¢ = argG(iw)
Linjirisering
Om det olinjéra systemet
dx
E = f(x’ u)
y=g(xu)

linjariseras kring en stationdr punkt (xo, uo) fas efter variabelbytet

Ax = x — X9
Au=u—ugy

Ay =y —o
det linjara systemet

dAx _ 8l 8l
T = Bx (20, wo)Ax + % (x0, uo)Au

0 0
Ay = Fi(xo, uo)Ax + 8—5(950, uo)Au



Tillstaindsbeskrivningar

1. Diagonalformen

M 0 B
dz Ag Be
a = z+ u
0 An Bn
y=(71 V2 7n]z+Du
2. Observerbara kanoniska formen
—al 0 b1
—ay 0 b2
dz +
S _ >
dt
—ap—1 0 O 1
—0ap 0 0 0 bn
y= (1 0 0 0] 2+ Du
3. Styrbara kanoniska formen
—ai; —az2 —Qp-1 —QAn
1 0 0 0
dz
e 0 1 0 0
dr z+
0 0 1 0
y:(bl by bn]z—l—Du

Systemets 6verforingsfunktion ar

b18" L + bes" 2 4 -+ + by,

G(s) =D+

—p+ P

P2ye

S—/ll

S—/12

s"+as" 4 +a,

Brnn
s— A,




Laplacetransformen

Operationslexikon

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

10

11

12

13

14

15

o:Fl(s) +ﬂF2(S)

F(s+a)

e ®F(s)

1F(%) (a > 0)

a

F(as) (a>0)

Fl(s)FQ(S)

1 c+ioco
— Fi(o)Fs(s—o)do
i ) 1(0) Fa(s — o)

SF(s) = £(0)
F(s) = £ (0) = £'(0)
$F(s) = (0) =+ = Fr(0)

d"F(s)
dsm

LF()
foo F(o)do
li_r}r&sF(s)

lim sF(s)

§—00

afi(t) + Bfa(t)

e "f(t)

{f(t—a) t—a>0
0 t—a<0

f(at)

(2)

fotfl(t— 2 o(r) dr

f1(t)f2(t)
f'(¢)
f//(t)

£

(=8)"f(2)

fotf(r)d'r

r(@®)
t

)

lim £(¢t)

t—0

Linjaritet

Dampning

Tidsfordrojning

Skalning i ¢-planet

Skalning i s-planet

Faltning i ¢-planet

Faltning i s-planet

Derivering i ¢-planet

Derivering i s-planet

Integration i ¢-planet

Integration i s-planet

Slutvardesteoremet

Begynnelsevardes-
teoremet




Transformlexikon

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

10

11

12

13

14

15

16

s2 4 @2

S
2 — a2

1
s(s+a)

1
s(1+sT)

-
(s+a)(s+d)

s(t)

(1—at)e™™
% e—tIT

sin at

sinh at

cos at

cosh at

ISEI
—~
[

_ e—at)

1—etT

—bt —at

a—2>5

Diracfunktion

Stegfunktion

Rampfunktion

Acceleration




Transformlexikon, fortsattning

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

s
17| —————F—~
(s+a)(s+d)
a
18| ————
(s +b)2+a?
s+b
19| ——
(s +0)? +a?
20 LI
s2 + 2Cwos + wi
¢=0
(<1
¢=1
¢>1
21 ° -
s2 + 2Cwos + wi
0<7T<m: (<1
¢=0
¢=1
a

22

(s +a?)(s +b)

ae—at _ be—bt
a—2>b

e b sin at

e b cos at

1 .
wg SIn wol

e lﬁl_gz e~ Swot gin (wo\/ 1-¢2 t)

te—wot

1 pCwot g4 2 _
wo\/§27—16 s1nh(w0 ¢ 1t)

—L_ eCwot sin(wm/l — (2t + 'r)

1—¢2

wor/1-(2
—Cwo

T = arctan
CcoS wot

(1 — wot)e™wo!

N (sin(at — ¢) + e~ sin ¢)
a

a
= arctan —
¢ b




Laplacetransformtabell, fortsittning

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

(s +a?)(s +b)

ab
s(s+a)(s+b)

a?

s(s + a)?
a

s?(s+a)

1
(s+a)(s+d)(s+c)

w5

s(s2 + 2Cwos + wd)

1
(s+a)rt!

(s+a)(s+d)(s+c)

0<(¢<1

cos(at — ¢) — e~ cos ¢)

1
Va5

a
= arctan —
¢ b

ae—bt — be
b—a

1+
1—(1+at)e ™

1 —at
t—a(l—e a)

(b—c)e ™ + (c — a)e™® + (a — b)e™
b—a)(c—a)(b—rc)

1-— 711?& e~¢@ot gin (wos/l — (2t + ¢>
¢ = arccos (

1 — cos wot

tne—at

S|

a(b—c)e ™™ + b(c — a)e ™ + c(a — b)e™

b—a)d—c)(a—rc)
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Bodediagram. Typkurvor, fortsittning
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Stabilitet

Villkor for asymptotisk stabilitet for ligre ordningens polynom

s+a; a1 >0
sz+als—l—a2 a1>0 a9s>0

s3+a132+a23+a3 a1>0, as>0, a3>0, ajas>as

Rouths algoritm

Betrakta polynomet
F(s) =aos" + bos" L+ a1s"Z+bs" 34
Antag att koefficienterna a;, b; ar reella och att a¢ ar positiv. Infor tablan

apgp aip ag...

by b1 bs...
cCop Ci1 Cg...

do di ds...

dar
Co=4a1 — aobl/bo
c1 = az — aobs /by
do = b1 —boci/co
d1 = by — boca/co
Antalet teckenvaxlingar hos sviten ag, by, co, do--- ar lika med det antal

rotter som polynomet F(s) har i hogra halvplanet Re s > 0. Alla rétter till
polynomet F(s) ligger i vanstra halvplanet om samtliga tal ay, b, co, do, - - .
ar positiva.
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Stabilitetsmarginaler
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Amplitudmarginal

Fasmarginal:

Dodtidsmarginal:

Frekvens [rad/s]

Am = 1/ |G0(iw0)|
@m =1+ arg Go(iw,)

L, = (Pm/wc
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Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering

Tillstandsaterkoppling

Om systemet

i Ax + Bu
y=Cx
aterkopplas med styrlagen
u=—Lx+4r

ges det slutna systemet av

d
d%“ — (A— BL)x + Bl,r
y=Cx

Kriterium pa styrbarhet. De styrbara tillstdnden ligger i det linjara
underrum av tillstdndsrummet som spanns upp av kolonnerna i matrisen

W, = [B AB - An—lB]

Ett system ar styrbart om och endast om matrisen W; har n linjart oberoende
kolonner.

Kalmanfiltrering
Antag att endast utsignalen y kan méatas direkt. Infor modellen

dz

7, = A+ But K(y—C3)

Rekonstruktionsfelet ¥ = x — £ satisfierar da

d
—~ = (A—KC)z
77 = ( )%

Kriterium pa observerbarhet. De tysta tillstidnden ligger i nollrummet

till matrisen
C

CA
W, =

CAn—l

Ett system ar observerbart om och endast om matrisen W, har n linjart
oberoende rader.
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Kompensering i frekvensplanet

Fasretarderande link

s+a 1+s/a
x(s) s+a/M 1+sM/a
Tumregeln
a=0.1w,

garanterar att fasmarginalen minskar hogst 6°.
Fasavancerande link

b 1 b

Gx(s) = Ke N~ +s/ N>1

s+bN ~ "K14s/(6N)

Maximal fas6kning i grader ges av diagrammet nedan:

60

50— . g : B

40} . : : 4

20 .

10+ . : : 4

Faskurvans topp ligger vid frekvensen
w=bvN
Lankens forstarkning vid denna frekvens ar

KxVN

15



Enkla installningsmetoder for PID-regulatorn

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod

Betrakta stegsvaret hos det oppna systemet. En tangent dras i den punkt
déar stegsvaret har maximal lutning. Ur tangentens skirning med koordi-
nataxlarna avlases sedan forstarkningen a och tiden b. PID-parametrarna
berdknas darefter med hjéalp av foljande tabell.

y

Regulator K T, T4

P 1/a
PI 0.9/a 3b
PID 1.2/a 2 0.5b

Ziegler-Nichols frekvensmetod

Denna metod baseras pa observationer av det slutna systemet. Gangen ar
foljande

1. Koppla bort integral- och derivatadelen hos PID-regulatorn.

2. Justera K tills systemet sjalvsvinger med konstant amplitud. Detta
varde pa K betecknas K.

3. Uppmat periodtiden T hos sjélvsvingningen. De olika installningarna
pa regulatorns parametrar ges av foljande tabell.

Regulator K T; Ty
P 0.5K,

PI 0.45K) T,/1.2

PID 0.6K, To/2 To/8

16



Lambdametoden

Lambdametoden bygger pa ett stegsvarsexperiment dar man bestimmer pro-
cessens statiska forstarkning K,, en dodtid L och en tidskonstant T' enligt
foljande figur

Matsignal

63% [-----mmmm e
Ay

Styrsignal
|

Au

dar
Ay

Au
Regulatorparametrarna for en Pl-regulator ges av:

K, =

1T
K,L+4
T

K
T;

Regulatorparametrarna for en PID-regulator pa serie- respektive parallell-
form ges av:

o L T _ 1 L/2+T
 K,L/2+ A K, L/2+ A
T =T T, =T+ L/2
L TL
T == T, =
47 g ‘T LtoT
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