1. Modellering och linjirisering

1.1

1.2

Manga situationer i vardagen kan beskrivas och analyseras med hjalp
av begrepp fran reglerteknik. Téank igenom scenariona nedan och
forsok ge en beskrivning som fangar de relevanta egenskaperna hos
systemet:

e Vad vill man styra?

¢ Vilka styrsignaler anvands?

e Vilka métsignaler finns tillgéngliga?

o Paverkas systemet av nagra storningar?

¢ Anviands 6ppen styrning eller aterkoppling for reglering?

¢ Rita ett blockschema som beskriver systemet. Blockschemat ska
visa hur méatsignalerna, styrsignalerna och stérningarna ar kopp-
lade till méanniskan (som héar ar regulator) och till processen.

. Du duschar och forsoker fa en onskad temperatur pa vattnet och ett

onskat vattenflode. Duschen har ingen blandare, utan en varmvatten-
kran och en kallvattenkran.

. Du kor bil.

. Du kokar potatis pa spisen.

En bil kor pa en plan landsvig och vi antar att friktion och luft-
motstand ar forsumbara. Vi vill undersoka hur bilen paverkas av
gaspedalens lage u. Vi antar att u varierar mellan 0 och 1, och att
bilens acceleration &r proportionell mot gaspedalens lage, a = ku.

Bil >

. Stall upp differentialekvationen som beskriver sambandet mellan

gaspedalens ldge u och bilens hastighet v. Ar systemet linjért?

. Lat istéallet bilens position p vara utsignal, y = p. Infor tillstdnden

x1 = v och x9 = p och skriv systemet pa tillstandsform.

c. Antag nu att bilen paverkas av ett luftmotstand som ger en motkraft

som &r proportionell mot bilens hastighet i kvadrat. Med gaspedalens
lage som insignal och bilens hastighet som utsignal kan systemet nu
skrivas

i =—mx’+ ku
y=Xx

Systemet ar inte langre linjart (varfor?). Lat 2 = 1 och m = 0.001.
Hitta den stationira hastighet y° som motsvarar att gaspedalen ar
nedtryckt 10%, u® = 0.1.
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d. Linjarisera systemet kring den stationira punkten i (c).

1.3 I figuren till hoger ar en massa m fastsatt
i en vigg med en fjadder och en ddmpare.
Fjadern har fjaderkonstanten %2 och dam-
paren har ddmpningskonstanten c. Det m ——
forutsitts att & > ¢2/4m. P4 massan ver- = f(t)
kar en yttre kraft f. Massans forflyttning ¢
fran sitt vilolage betecknar vi y och later f(¢) vara insignal och y(t)
vara utsignal. Kraftekvationen ger att

()

mj =—ky—cy+f
a. Infor tillstdnden x; = y och xo = y och skriv systemet pa tillstands-

form.

b. Antag att systemet befinner sig i vila vid ¢ = 0 och att f(¢) dndras
fran 0 till 1 som ett steg vid ¢ = 0. Vad blir y(¢)? Skissa losningen.

1.4 I RLC-kretsen till hoger ar spén- i R
ningen viy(¢) insignal och vy (2) g1 T
utsignal. Med hjéalp av Kirchoffs

spanningslag ser vi att Vin (6 Uut
. L
i di - -
vin—Rz—vut—LazO o—F0———

For kondensatorn géller dessutom att
Cz}ut =1

Infor tillstdnden x; = vy och xg = Uy och skriv systemet pa till-
standsform.

1.5 En cylindrisk vattentank med tvarsnittsa- qin
rean A har ett infléde gi, och ett utflode
qut- Malet ar att reglera nivan A i tanken
via inflodet g;,. Utloppsarean ar a. Under
forutsattning att utloppsarean ar liten i for-
hallande till tankens tvarsnittsarea sa gal-
ler Toricellis lag vy = /2gh for utlopps-
hastigheten.

-—

a. Vad ar en lamplig tillstandsvariabel for det-
ta system? Bestam en differentialekvation
som anger hur denna beror pa inflodet gip.

b. Antag att méatsignalen y ges av hijden 2. Ange pa tillstAndsform hur
nivan beror pa inflodet qin.

c. Lat inflodet vara konstant gi, = ¢2.. Bestam motsvarande konstanta
tankniva A% och utflode q?lt. Linjarisera systemet kring denna statio-
nara punkt.
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Skriv pa tillstandform
Y4+3j+2y+y=u

dar u(t) ar insignal och y(t) ar utsignal. Valj tillstdnd x; = y, xo = y

och x3 = j.

En process med utsignal y(¢) och insignal u(¢) beskrivs av differenti-
alekvationen

J+ Ay +yy=u’

a. Infor tillstdnd x; = y, x9 = y och skriv systemet pa tillstandsform.
. Finn alla stationira punkter (x9, 3, u°) till systemet.

. Linjérisera systemet kring den stationira punkt dar u° = 1.

Linjarisera systemet

X = x%xz +V2sinu (= fi(x1, x9, u))

%o = x1%2 + V2cosu (= fa(x1, x9, u))

y = arctan -2 + 2u? (= g(x1, x2,u))
X1

kring den stationira punkten u° = 7r/4.

En enkel modell av en satellit i omloppsbana kring jorden ges av
differentialekvationen

Lo 2 P

F(t) = r(t)w” — 2(0) + u(t)
dar r ar satellitens avstand till jorden och w dess vinkelacceleration,
se figur 1.1. Satelliten har en liten raketmotor med vars hjalp den kan
ges en kraft u i radiell led.

. Infor tillstandsvektorn

0-(3)

Betrakta r som utsignal och stdll upp de olinjara tillstdndsekvatio-
nerna for systemet.

u(t)

Figur 1.1 Satellit i omloppsbana kring jorden.
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b. Linjarisera tillstAndsekvationerna kring den stationéra punkten
(r; 7, u) = (ro, 0, O)

Skriv upp det linjira systemet pa tillstandsform. Uttryck r° i 8 och
w.



2. Dynamiska system

21

2.2

Ett dynamiskt system kan beskrivas pa olika sitt - med en 6verfo-
ringsfunktion, med en differentialekvation, och med system av diffe-
rentialekvationer pa tillstindsform. I den har uppgiften omvandlar
vi mellan de olika beskrivningarna for fyra exempel pa dynamiska
system, fran biologi, mekanik, elektronik och ekonomi.

. En modell for bakterietillvaxt i en bioreaktor ges av

) ()
y = (1 o]x

dar u ar inflodet av glukoslosning till reaktorn och y 4r massan av
bakterier. Bestam o6verforingsfunktionen fran u till y samt en diffe-
rentialekvation som beskriver sambandet mellan in- och utsignal for
systemet.

. En enkel modell av ett teleskop ges av

d’y | dy
J—+D—=u
dit? dt
déar y ar teleskopets vinkel mot jordytan och u ar vridmomentet fran
motorn som styr teleskopet. Bestidm overforingsfunktionen fran u till

y samt skriv systemet pa tillstandsform.

. Ett elektroniskt lagpassfilter anvéands vid ljudinspelning for att dam-

pa ut hogfrekvent brus. Insignalen u 4r den ursprungliga brusiga
signalen och utsignalen y ar den signal som registreras. Filtret skrivs
pa tillstandsform som

de 1 .1
dt kTR
y=x

Bestam overforingsfunktionen fran u till y.

. Overforingsfunktionen for en modell som beskriver ekonomisk tillvaxt

ges av

_ i
Gls) = s3 + as? + Bs

dar insignalen u ar skillnaden mellan sparande och investeringar i
ekonomin, och utsignalen y dr BNP. Skriv systemet pa tillstandsform.

Bestam overforingsfunktionen samt ange en differentialekvation som
beskriver sambandet mellan in- och utsignal for systemen

= (7 5] (5)

y = [—1 1]x+2u
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| x:[__175 j]+[§]
y=[—2 1]x
xz[_ol _04]x+[2]u
y=(1 O]x+5u

2.3 Bestam impulssvar och stegsvar for systemen i uppgift 2.2.

2.4  Harled formeln G(s) = C(sI — A)~'B + D for ett allmént system

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du
2.5  Betrakta systemet
1
G(s)=—"F—
(5) s2+4s+3

a. Berikna systemets poler och nollstéllen. Ar systemet stabilt?
b. Vad ar systemets statiska forstarkning?

c. Berakna startviardet och slutviardet for systemets stegsvar.

d. Berdkna startvirdet och slutvirdet for systemets impulssvar.

e. Beriakna begynnelsederivatan for systemets stegsvar.

2.6  Betrakta systemet
0.25

G —
()= Z 70651 0.25

a. Beridkna systemets poler och nollstéllen.
b. Vad ar systemets statiska forstarkning?

c. Beridkna och skissa systemets stegsvar.

2.7  Bestam overforingsfunktionen och poler for den svingande massan i
uppgift 1.3. Forklara hur polerna flyttar sig om man andrar % respek-
tive c¢. Kan polerna hamna i hoger halvplan?

2.8 Bestam overforingsfunktionen for
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RLC-kretsen i uppgift 1.4,

. den linjariserade tanken i uppgift 1.5

Betrakta det linjdra och tidsinvarianta systemet

(2 )
y= [1 —1]x

Ar systemet asymptotiskt stabilt?

&

. Ar systemet stabilt?

Har overforingsfunktionen

s+4
s34+ 252 435+ 7

G(s) =

nagon pol i héger halvplan?

Avgor vilka fem av de foljande overforingsfunktionerna som hér ihop

med nagot av de nedanstéende stegsvaren A-E.

G = 5 G = ot d
6= 70513 6 = 7o T3
Gs(e) = - Gol®) = o8
Ga(s) 2
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y

E

/\ /\‘
t + + + —t + + + +

2.12 Para ihop vart och att av de fyra pol-nollstallediagram med nagot av
stegsvaren A-G.

ﬁ
;

Xi1 1

S —O—XK—K—1—+—
3 -2 -1 1 =3 —2 -1 1

Xi-1 -1
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y A y B

y C y D
1 4
1 ¢ i ¢
y E y F

Glykemiskt index &ar ett matt pa hur snabbt kolhydrater fran maten
tas upp av kroppen. For att ta fram glykemiskt index studerar man
systemet i figur 2.1, déar overforingsfunktionen G(s) ar olika for olika
typer av kolhydrater.

matintag blodsockerniva
— > G(s) —

Figur 2.1

I figur 2.2 visas impulssvaret fran matintag till blodsockerniva for
tva typer av mat, fullkornspasta med lagt GI (heldragen linje) och
sockerdricka med hogt GI (streckad linje). Vilka av foljande overfo-
ringsfunktioner kan anvindas for att modellera kroppens upptag av
fullkornspasta, respektive sockerdricka?
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Gl(S) = s-}—% GQ(S) = ‘9/3%
Ga(s) = g Gal) = Gy
Gs(s) = sormy Gs() = o

1.5 T T T T T
fullkornspasta
— — — sockerdricka
g 1p/ N : : 1
S / \
2 | \
3 | \
o 0.5', BEEAN E
I N
, N
0 1 = - — —l 1
0 1 2 3 4 5 6
tid [h]
Figur 2.2

b. Varfor ar det mer intressant att titta pa impulssvar an stegsvar for
den har tillampningen?

2.14 Bestam overforingsfunktionen fran U till Y for

a.
U —>®—> Gl Y
L Gy
b.
H;
U G1 ® Gs Y
H,

c.

G

10
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Go Y

@
L —H,

_Hl

U—»@—» G4

2.15 Blockschemat i figur 2.3 visar temperaturregleringen i ett rum. Mat-
signalen y &r temperaturen i rummet. Styrsignalen u ar viarmeele-
mentens effekt. Referensvardet r 4r den 6nskade temperaturen. En
regulator Gr(s) styr virmeelementets effekt baserat pa skillnaden
mellan den 6nskade och den uppmaétta temperaturen, e. Temperatu-
ren i rummet paverkas ocksa av utetemperaturen som kan ses som
en storning d.

D(s)

R(s) E(s) U(s) Y(s)
GR(S) Gp (s) —

Figur 2.3

a. Bestam o6verforingsfunktionen fran R(s) till Y (s).
b. Bestam overforingsfunktionen fran D(s) till Y (s).
c. Bestam overforingsfunktionen fran R(s) till E(s).

d. Bestam overforingsfunktionen fran D(s) till U(s).

2.16 Betrakta foljande overforingsfunktion:

s2+6s+7
G(s)= 55—
(s) s2 4+ 5546
Skriv systemet pa
a. diagonalform

b. styrbar kanonisk form

¢. observerbar kanonisk form

11



3. Frekvensanalys

3.1 Antag att systemet

0.01(1 + 10s)

G = A rs)T+o01s)

utsatts for insignalen u(¢) =sin3t, —oo <t <
a. Berdkna utsignalen y(¢).

b. Bodediagrammet for systemet visas i figur 3.1. Bestdm utsignalen pa
ett ungefdar genom att anvinda Bodediagrammet istéllet.

T T T T T

10 "o : RERESt

-2

Forstarkning

-3 -2 -1 0 1 2 3

10 10 10 10 10 10 10

-90 i i i i i

10° 10° 10° 10° 10 10 10
Frekvens [rad/s]

Figur 3.1 Bodediagrammet i uppgift 3.1.

3.2 Vi analyserar de tva systemen i figur 3.2, havsvattnet i Oresund och
vattnet i en liten tradgéardspool. Insignalen till systemen &r lufttem-
peraturen och utsignalen &r vattentemperaturen.

a. Figur 3.3 visar tva Bodediagram. Vilket diagram hor till vilket system?

b. Vi antar att lufttemperaturen varierar sinusformat med period 7' =
1 ar. Luftens hogsta temperatur pa sommaren dr 19°C och liagsta pa
vintern ar —5°C. Vad ar skillnaden mellan hogsta och lagsta havsvat-
tentemperatur under aret? Anvind Bodediagrammet.

c. Under en sommardag antar vi att lufttemperaturen varierar sinusfor-
mat med period T' = 1 dag. Dagens hogsta temperatur (kl 13.00) ar
27°C och lagsta temperaturen (kl 1.00) dr 14°C. Néar under dagen ar
vattnet i tradgardspoolen varmast?

12
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~
O
—» G(s) —»
luft- vatten-
temperatur temperatur
&3
—» Gfs) —» \V
uft- vatten- @ iﬁﬂ
temperatur temperatur
Figur 3.2
10"
100 Seo
= ST
3 = RS
10 BN
@ b hi ~
107 RN vl |
10’3 | i \‘\ | i
OF==—C T T T ™
~~\~
—~~ ~
—~~ (N
3 N
Na¥ *
SD/—45 = \\ =
joly] AN
—
« A
N ~
—90k I | ~~-'\‘-—-\--v-—---t -------- | R gy Seps |
107" 10° N 10" 10° 10"

3.3

Figur 3.3 Bodediagram till uppgift 3.2.

Antag att den svingande massan i uppgift 1.3 har m = 0.1 kg, ¢ =

0.05 Ns/cm och £ = 0.1 N/cm sa att overforingsfunktionen blir

10

G(s) = s24+05s+1

13
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a. Lat massan paverkas av kraften f = sinwt, —o0o < t < co. Berdkna
utsignalen nar w = 0.2, 1 respektive 30 rad/s.

b. Anvand istillet systemets Bodediagram i figur 3.4 for att ungefarligt
bestdmma utsignalen nar w = 0.2, 1 respektive 30 rad/s.

102 T T T T

10 iil ; : : i

=
o
©
T
i

|
AN

=

o
T
i

Forstarkning

[y
O|
[N}
T
i

)
w

=
o

107 107" 10° 10 10

=135 .

-180} ; ; :
107 107 10° 10" 10°
Frekvens [rad/s]

Figur 3.4 Bodediagrammet for den svingande massan i uppgift 3.3.

3.4  Rita Bodediagrammet for féljande Gverforingsfunktioner:

a. 3
G(s) = ——
(s) 1+s/10

b. 10
G = G109 +9)
c. ot
Gs) = 1+s
d. 1+s
Gls) = s(1+s/10)
e _ 2(1+5s)

G6) = Sa+0.25 + 0.255)

3.5  Utnyttja resultatet fran foregdende uppgift for att rita Nyquistdia-
grammet for

14
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a. 3
G) = 155/10
b. 0
@) = A 10s)@ +9)
c. -
Gls) = 1+s

3.6 For att undersoka dynamiken hos ett stabilt system har man ge-
nom frekvenssvarsexperiment uppmatt Bodediagrammet nedan. Vad
ar systemets overforingsfunktion?

10 EREER AL U L AL R R SRR L R RS R R AR U EERRRRSRREEEY

[y
OI
[iN
T
I

Forstarkning
=
O\
A

=
OI
w
T
I

|
IS

=
o

107 10" 10° 10" 10° 10° 10°

i i i i i

-2 -1 0 1 2 3 4

10 10 10 10 10 10 10
Frekvens [rad/s]

3.7 For att undersoka dynamiken hos ett okint system har man méatt upp
dess Bodediagram, se nedan. Bestam med hjéalp av Bodediagrammet
systemets overforingsfunktion.

15
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10

Forstarkning

=
o

)
w

=
o

10

-90

Fas

-180

—270k

i

10

16

10

10"
Frekvens [rad/s]

10°



4, Aterkopplade system

4.1

4.2

Antag att luftens temperatur y i en ugn beskrivs av differentialekva-
tionen
¥(¢) + 0.01y(¢) = 0.01u(¢)

déar u ar virmeelementets temperatur.

. Lat u vara insignal och y utsignal och bestdm ugnens 6verforings-

funktion Gp(s).

. Ugnen ska regleras med en P-regulator, Gr(s) = K, enligt block-

schemat nedan. Vad blir slutna systemets 6verforingsfunktion?

r e u Yy

Gr Gp

-1

. Valj K sa att slutna systemet far det karakteristiska polynomet

s+ 0.1

I figuren nedan visas ett blockschema for ett hydrauliskt servosystem
i en automatsvarv.

f

Gr Gp

-1

Matsignalen y(¢) representerar svarvstalets position, r(t) ar svarv-
stalets onskade lage och f(¢) ar skirkraften. Gg ar lidgesgivarens och
forstarkarens overforingsfunktion, och Gp ar dynamiken for verktygs-
sliden och hydraulkolven:

1

Grlo) = 1 ds

dar m ar massan for kolv och slid, och d slidens viskésa dampning. 1
uppgiften antas att r(¢) = 0.

. Hur stor blir i stationart tillstand avvikelsen e(¢) = r(t) — y(¢) mellan

svarvstélets verkliga lage och dess referensviarde da skéarkraften f(¢)
andras i form av ett enhetssteg? Regulatorn antas vara en forstarkare
med konstant forstarkning Gg(s) = K.

. Hur forandras detta fel om forstarkaren ersitts med en Pl-regulator

med overforingsfunktionen Gg(s) = K; + Ka/s?

17
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4.3

4.4

4.5

4.6

18

a.

b.

En process regleras med en proportionell regulator enligt figuren ne-
dan. Det forutsatts att r = 0.
i n

i Gr : Gp *@j—"

-1

Vid métningen av processens utsignal upptriader en stérning n. Be-
riakna overforingsfunktionerna fran n till y resp. fran n till u.

Lat Gp(s) = SJ%I och antag att storningen bestar av en sinussignal
n(t) = Asinwt. Vad blir u och y efter att transienterna avklingat?

Antag att K = 1 och A = 1 i foregdende deluppgift. Berdkna sviang-
ningarnas amplitud i u och y for fallen w = 0.1 resp. 10 rad/s.

I figuren nedan visas ett blockschema for en gyrostabiliserad platt-
form. Den styrs av en motor som ger ett moment pa plattformen.
Plattformens vinkelldge avkidnns med ett gyroskop, som ger en signal
proportionell mot plattformens avvikelse fran referensvardet. Signa-
len forstarks av en forstirkare med overforingsfunktionen Gpg.

M

eref

GR(S) K ﬁ

-1

Det ar onskvirt att stegdndringar i referensvérdet 0., eller stor-
momentet M pa plattformen ej ger nagot bestdende vinkelfel. Ange
i detta fall formen pa oOverforingsfunktionen Gg. Ledning: Ansitt
Gr(s) = Q(s)/P(s), Orer(s) = 07,4/s och M(s) = M°/s.

Vid upphettning av ett temperaturbad kan man anta att tempera-
turen véaxer linjart med 1°C/sekund. Temperaturen métes med ett
termoelement vars 6verforingsfunktion ar

1
1+sT

G(s) =

déar tidskonstanten T' = 10 sekunder. Efter ett insvingningsforlopp er-
halles stationara betingelser sa tillvida att temperaturgivarens utslag
vaxer med konstant hastighet. Vid en tidpunkt avlidses temperaturen
till 102.6°C. Berdakna badets verkliga temperatur.

Betrakta ett system Go(s) med foljande asymptotiska amplitudkurva.
Antag att systemet saknar tidsfordrojningar och nollstillen i hoger
halvplan.
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Forstarkning

log |Go|

|Go| =1

10

=
o
©
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lutning —2

lutning —1

w=1 w=>5 logw

Antag att systemet aterkopplas med —1 och att det slutna systemet ar
stabilt. Vilken eller vilka av foljande referenssignaler kan det slutna
systemet f6lja utan stationart fel?

Antag att r(¢) = 0 d& ¢ < 0, samt att konstanterna a, b och ¢ # 0.

r(t)=a

. r(t) =0t

. r(t) =ct?

r(t) =a+bt
r(t) = sin(t)

1
I en enkel reglerkrets ar processen given av Gp(s) = W och
s

regulatorn av Gg(s) = 6.5.

Bestam kénslighetsfunktionen S(s).

Kanslighetsfunktionens amplituddiagram visas nedan.

. Hur mycket dampas lagfrekventa laststorningar av reglerkretsen (i

sluten loop jamfort med 6ppen loop)?

Vid vilken vinkelfrekvens ar reglerkretsen kinsligast for storningar
och hur mycket forstarks storningar som mest?

10 10 10

19
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4.8

4.9

4.10

20

Forstarkning

Forstarkning

Nedanstiende figur visar amplitudkurvorna for kanslighetsfunktio-
nen S och den komplementéara kénslighetsfunktionen 7' for en normal
reglerkrets.

10 , ,

0

107 107
Frekvens [rad/s]

10 10 10 10
Frekvens [rad/s]

Avgor vilken kurva som motsvarar kanslighetsfunktionen och vilken
som motsvarar den komplementira kanslighetsfunktionen.

Ange de frekvensintervall dar storningar forstarks respektive redu-
ceras av aterkopplingen. Hur mycket forstarks storningar i varsta
fallet?

Ange det frekvensomrade dar utsignalen vial kan folja referensviardet.

Vad &ar minsta avstandet mellan kretséverforingens Nyquistkurva och
punkten —1 i det komplexa talplanet? Vad innebéar detta for ampli-
tudmarginalen?

I en enkel reglerkrets ar kretsoverforingsfunktionen

Go(s) = Gr(s)Gp(s) = sa(slj_z)

Rita rotorten for det aterkopplade systemets karakteristiska ekvation
med avseende pa forstarkningsparametern K.

I en enkel reglerkrets ar kretsoverforingsfunktionen

K(s + 10)(s + 11)
s(s+1)(s+2)

Go(s) = Gr(s)Gp(s) =

For vilka varden pa K ar det aterkopplade systemet stabilt?

Skissa rotortens principiella utseende.
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Figuren nedan visar blockschemat for en skrivare.

For vilka varden pa forstarkningen K ar systemet asymptotiskt sta-
bilt?

. Man vill att skrivaren skall kunna folja en rampandring av referens-

signalen med ett fel som ar mindre 4n 5 mV stationart da rampéand-
ringen dr 0.1 V/s. Kan detta uppnas genom lamplig injustering av
forstarkningen K?

r K 1 y
s+ 2 s(s+1)

Betrakta Nyquist-kurvorna i figur 4.1. Antag att motsvarande system
regleras med en proportionell regulator:

u=K(r—y)

For vilka K ar det slutna systemet stabilt? I samtliga fall galler att
det 6ppna systemet saknar poler i hoger halvplan.

Betrakta en process med overforingsfunktionen

1

G = —

)= Gy
Undersok stabiliteten hos det slutna system som erhéalles med propor-
tionell aterkoppling

u=K(r—y)

Ange speciellt det kritiska véardet pa forstiarkningen K da systemet
overgar fran stabilitet till instabilitet. Anviand Nyquistteoremet.

Nyquistkurvan for ett system ar given i figur 4.2. Systemet &r stabilt,
dvs saknar poler i héger halvplan.

Antag att systemet aterkopplas proportionellt med styrlagen
u=K(r—y)

Ange for vilka varden pa forstarkningen K som det slutna systemet
ar stabilt.

For att fa jamn produktkvalitet i en cementugn &r det viasentligt att
den s.k. brannzontemperaturen halls konstant. Detta adstadkommes
genom att man miter brannzontemperaturen och reglerar brinsle-
flodet med en proportionell regulator. Ett blockschema for systemet
visas i figur 4.3. Hur stor far regulatorns forstarkning K hogst vara om
det aterkopplade systemet skall vara stabilt? Overforingsfunktionen
fran bransleflode till brannzontemperatur ar
—9s

Gp(s) = (T +205)?
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Kapitel 4. Aterkopplade system

a)

b)

-2 -1 0. 1 2
d)

-2 -1 0. 1 2

Figur 4.1 Nyquistkurvor i uppgift 4.12.

Figur 4.2 Nyquistkurva for systemet i uppgift 4.14.
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4.17

4.18

Kapitel 4. Aterkopplade system

referens- bransle-J bréannzon-
temp. flode temperatur
,I’ > B> GR —J;> GP ,I/ o>
-1 |e

Figur 4.3 Blockschema for cementugn med temperaturregulator i problem 4.15.

I en destillationskolonn géller att overforingsfunktionen fran energi-
tillforsel till koncentration i vitskefasen hos en lattflyktig komponent
ar

—sL

e
Gr(s) = 1 105

déar tidsskalan ar matt i minuter. Processen regleras med en PI-
regulator med 6verforingsfunktionen

Gr(s) = 10 (1 + 213)

Hur stor far transportférdrojningen L hogst vara for att systemet
skall ha minst 10° fasmarginal?

En process med overforingsfunktionen Gp(s) aterkopplas enligt fi-
gur 4.4. Processen Gp(s) har samtliga poler i vanster halvplan, och

r y
K Gp(s)

-1

Figur 4.4 Aterkopplat system i uppgift 4.17.

Nyquistkurvan for Gp visas i figur 4.5. Det forutsattes att Gp(iw)
inte skar reella axeln fler gdnger 4n vad som visas i figuren.

Vilka av nedanstidende alternativ ar riktiga ? Motivera!

Amplitudmarginalen 4,, <2 om K = 1.

Fasmarginalen ¢,, < 45° om K = 1.

Om forstarkningen K sdnks minskar fasmarginalen.

Om K = 2 blir det aterkopplade systemet instabilt.

Bodediagrammet for kretséverforingsfunktionen G, = GrGp for en

viss regulator och process visas i figur 4.6. Antag att systemet ater-
kopplas enkelt.
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Kapitel 4. Aterkopplade system

Figur 4.5 Nyquistkurva for processen Gp(s) i uppgift 4.17.

a. Hur mycket kan regulatorns eller processens forstarkning 6ka utan
att det slutna systemet blir instabilt?

b. Hur mycket ytterligare negativ fasforskjutning kan introduceras vid
skarfrekvensen utan att det slutna systemet blir instabilt?

10"

Forstarkning

-90F ]
-135

(2]
& -180

-225

-270¢ E
10 10
Frekvens [rad/s]

Figur 4.6 Bodediagram for kretséverforingen i problem 4.18.

4.19 Ett Bodediagram for kretsoverforingen nédr den undre tanken i dub-
beltank-processen regleras visas i figur 4.7. Vad ar systemets dodtids-
marginal?
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Forstarkning
|
o

=
© I

!
[N}

=
o

=
o
[
o
-
o

—9oF ]
-135

(2]
& -180

-225

-270} ‘ .
107 10" 10°

Frekvens [rad/s]

Figur 4.7 Bodediagram for kretséverforingen vid reglering av undre tanken i upp-
gift 4.19.
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5. Tillstandsaterkoppling och
Kalmanfiltrering

5.1 Ett linjart system beskrivs av matriserna

-1 1 B
A= B= C= ( 0 y ] D=0
0 -2 1
a. For vilka viarden pa S ar systemet styrbart?
b. For vilka varden pa ¥ ar systemet observerbart?
5.2  Ett linjart system beskrivs av matriserna
-2 0 4
A= B= c=(-1 1)
1 0 —2

Ange vilka tillstdnd som é&r styrbara.

a=l o) (3)
y= [1 l)x

Ar systemet observerbart? Om inte, ange vilka tillstand som inte &r
observerbara.

5.3 Givet systemet

5.4  Betrakta systemet

dx -1 0 1 1

ax _ 0) =

w0 S)r (o) o= ()
Kan man p4 4ndlig tid uppné punkterna (3 0.5)%,(5 5)%,(0 0)7,
(10 0.1)", (1 —0.5)"? Vilka punkter kan uppnas?

5.5 Betrakta foljande system:
dx (-2 3 N 1
at - 1 —a) " (2)"
y = [ 3 7 ) x
Ar systemet styrbart?

5.6 Ett dynamiskt system beskrivs med tillstdndsmodellen

32
y = [1 o]x
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5.7

5.8

5.9

Kapitel 5. Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering

. Ar systemet styrbart? Vilka tillstand kan pa &ndlig tid nas fran

begynnelsetillstandet x(0) = (0 0)7?

. Berdkna systemets overforingsfunktion.

. Kan samma in-utsignalrelation beskrivas med farre antal tillstand?

Ange i sa fall en sadan tillstandsbeskrivning.

Ett linjart dynamiskt system med 6verforingsfunktionen G(s) ar givet.
Systemet ar styrbart. Vilket eller vilka av nedanstidende pastiaenden
ar sakert sanna?

. Genom aterkoppling fran alla tillstdnd kan polerna till det slutna

systemets overforingsfuntion placeras godtyckligt.

. Genom aterkoppling fran alla tillstdnd kan nollstillena till det slutna

systemets overforingsfunktion placeras godtyckligt.

. Om tillstdndsvariablerna ej ar tillgangliga for matning, kan de alltid

skattas genom derivering av utsignalen.

. Om tillstandsvektorn skattas med ett Kalmanfilter

&= A%+ Bu+ K(y — C%)

kan man genom val av matrisen K astadkomma godtyckligt snabb
konvergens av den estimerade tillstAndsvektorn £ mot den verkliga
tillstandsvektorn x.

Bestam en styrlag u = [,r — Lx for systemet
dx -1 0 4 1
—_ = X
dt 0 —2 2) "
y= ( 11 ] x

s att det aterkopplade systemets poler placeras i —4 och den statio-
nara forstarkningen blir 1.

Lashuvudets position i en harddisk beskrivs av tillstdndsmodellen
dcx (—05 0 N 3
at- L1 o) " (o)"

y:(o l]x

. Berdkna en tillstandsaterkoppling,

u=—Lx+1,r

sd att det slutna systemet far poler i s = —4 + 4i och sa att den
statiska forstarkningen fran referensvardet till utsignalen blir 1.
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Kapitel 5. Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering

b. Berdkna ett Kalmanfilter,

5.10

r@uK.ﬁ. ) 0 Z z Z

%:A£+Bu+K(y—C£)

for systemet. Motivera kort nédvandiga designval.
Figur 5.1 visar Apolloprojektets manlandningsfarkost LEM. Vi skall

studera ett mojligt system for reglering av horisontell forflyttning 6ver
manytan. Antag att farkosten svavar med hjalp av raketmotorn en bit

<§> attitydraketer
T Y Y e Wbl 2
_/ 77T\

Figur 5.1 Maéanlandaren i problem 5.10.

6ver manytan. Om farkostens attitydvinkel (vinkel i férhallande till
lodlinjen) ar skild fran noll erhalles en kraftkomponent i horisontalled
och vi far acceleration utefter manytan. Astronauten styr farkostens
lage med hjilp av attitydraketer.

Studera blockschemat som visar sambandet mellan mellan u, styrsig-
nalen till attitydraketerna, attitydvinkeln 6 samt ldgeskoordinaten z.
Se figur 5.2. I bade 6- och z-led lyder farkosten Newtons rorelselag

28

. 1/s 1/s K2 1/s 1/s

aterkoppling X X, X,

Figur 5.2 Blockschema for manlandarens dynamik i z-led.

utan nagon som helst dimpning. Overforingsfunktionen fran astro-
nautens styrsignal u till langdkoordinaten z ar

KK,

s

G.(s) =

och ar helt omgjlig att styra manuellt. For att underlatta astronautens
styruppgift d&ndrar vi pa farkostens dynamik genom att inféra interna
aterkopplingar. Det innebar att astronautens styrspak inte ar direkt
kopplad till motorerna utan istillet fungerar som en joystick som
anger vilken hastighet farkosten ska ha.

En regulator ska sedan omvandla utslaget pa styrspaken till en styr-
signal till attitydraketerna. Vi har till vart forfogande foljande méat-
signaler:
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o Attitydvinkelns tidsderivata 8 matt med rategyro.

o Accelerationen i z-led (2) méatt med accelerometrar pa gyrostabi-
liserad plattform.

e Hastigheten i z-led (2) matt med dopplerradar.

a. Infor tillstanden

x1=9
X9 =
x3=z"

och skriv systemet pa tillstdndsform. Lat hastigheten i z-led vara
utsignal till systemet.

b. Ange en aterkoppling som utnyttjar de tre méatsignalerna sa att sy-

stemet far tre poler i s = —0.5 och sa att astronautens styrsignal blir
borvarde for hastigheten i z-led. Du behéver inte berdkna forstark-
ningen [,.

5.11 En konventionell tillstdndsaterkoppling har inte sékert integralverkan.
Fé6ljande procedur ar ett satt att infora integralverkan. Lat det ur-
sprungliga systemet vara

d
d—gtczAx+Bu

y=Cx

Utvidga tillstdndsvektorn med en extra komponent

- fte(r)d'r - ft(r('r) _y(z))dr

Det system som dé erhélles kan beskrivas med
dx, (A O 4 B N 0
at  l—c o)™ o) " 1)

X
Xe =
Xn+1

En tillstdndsaterkoppling for detta system ger en styrlag pa formen

dar

u=—Lx—1l,11%,41 = —Lex,
Denna regulator som efterstravar att styra y mot r har uppenbarligen

integralverkan. Anvind denna metodik for att bestamma en tillstand-
saterkoppling med integralverkan for systemet

2= (o o) (1)
y = [1 o]x

29



Kapitel 5. Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering

5.12

5.13

a. Aterkoppla fran samtliga tillstdnd sa att det aterkopplade systemet

b. Antag att endast utsignalen y kan métas. For att kunna anvianda
tillstdndsaterkoppling maste man skatta tillstdnden x t.ex. med ett
Kalmanfilter, som ger skattningen % av x. Sedan kan man anvinda

30

sadan att det slutna systemet far det karakteristiska polynomet.

(s—l—a)(s2+2§ws—|—w2) =0

Givet systemet
de (-2 1 N 1
at - 1 —2) " (2)"
y = ( 01 ) x

Man onskar skatta tillstdndsvariablerna med hjalp av modellen

d A
Y _ A%+ Bu+K(y— C%)
dt
Bestam K s& att Kalmanfiltrets poler hamnar i s = —4.

Givet ett dynamiskt system
de (-4 -3 + 1
at- L1 o) " (o)"

y=(1 3)x

Systemet har inte de onskade egenskaperna utan man vill ha ett

system med polerna i —4.

far onskade egenskaper.

styrlagen u = —Lx%.

Kan man med ett Kalmanfilter astadkomma att skattningsfelet avtar

enligt det karakteristiska polynomet (s + 6)2?

Kan man med ett Kalmanfilter 4stadkomma att skattningsfelet avtar

enligt det karakteristiska polynomet (s + 3)2?

Kommentera kortfattat de erhallna resultaten.



6. Designmetoder

6.1

6.2

6.3

En PID-regulator har éverforingsfunktionen

1
GR(S) = K(l + Ts + Tds>

a. Berdkna hur mycket regulatorn forstarker resp. fasvrider vid en given

frekvens w.

. For vilken frekvens har regulatorn minimal forstarkning? Vad blir

forstarkningen och fasvridningen vid denna frekvens?

Processen 1

= Gryp

regleras med en PID-regulator med K = 2, T; = 2 och Ty = 0.5.
For att se inverkan av avvikelser fran det instéllda véardet hos PID-
parametrarna skall vi dndra var och en av K, T; och Ty med en viss
faktor och se hur det paverkar dels stegsvaret (frin referensvirde
och fran laststorning) och dels det kompenserade oppna systemets
Bode-diagram. Referenssignalen bestar av ett enhetssteg vid ¢ = 0
och laststorningen av ett negativt enhetssteg.

. Vi borjar med att studera vad som héinder vid en fyrdubbling av re-

spektive parameter. I Fig. 6.1 visas det nominella fallet (K, T}, Ty) =
(2,2, 0.5) (heldragna kurvor) tillsamans med fallen (8, 2, 0.5), (2, 8, 0.5)
och (2, 2, 2). Para ihop de tre Bode-diagrammen och de tre stegsvaren
i Fig. 6.1 med dessa tre fall.

. Vi studerar nu vad som hinder vid en minskning av respektive pa-

rameter med en faktor 2. Det nominella fallet (K, T;, Tq) = (2, 2, 0.5)
(heldragna kurvor) visas i Fig. 6.2 tillsamans med fallen (1,2, 0.5),
(2,1,0.5) och (2,2,0.25). Para ihop de tre Bode-diagrammen och de
tre stegsvaren i Fig. 6.2 med dessa tre fall.

Styrningsdynamiken hos ett fartyg kan approximativt beskrivas med

Jﬂ+Dr=C<9
dt

dar r ar girhastigheten [rad/s] och & roderutslaget [rad]. Vidare ar J
[kgm?] troghetsmomentet med avseende pa batens giraxel, D [Nms]
ar en dampningskonstant och C [Nm/rad] en konstant som anger
rodereffektivitet. Lat roderutslaget § vara styrsignal. Ange en PI-

regulator for reglering av girhastigheten sadan att det slutna systemet
far den karakteristiska ekvationen

2+ 2ws+w?=0
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=
o

™
I

,_‘
!
!

[
o
T

1
1
il

=
o o
T

Forstarkning

0 5 10 15 20 25 30 35 40
tls]

Figur 6.1 Bodediagram och stegsvar da PID-parametrarna fyrdubblas i uppgift 6.2
a. Det nominella fallet visas av de heldragna kurvorna.

2

10°
1 -
10 F ST E
£ -
€10 =
8
%10} 1
2. -
10 " 4
-3
10 -2 -1 2
10 10 10
0,
10°
O Il Il Il Il Il Il
0 10 15 20 25 30 35 40

t[s]

Figur 6.2 Bode-diagram och stegsvar da PID-parametrarna halveras i uppgift 6.2
b. Det nominella fallet visas av de heldragna kurvorna.
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6.4

6.5

6.6

6.7

a.

Kapitel 6. Designmetoder

En elektrisk motor kan approximativt beskrivas med differentialekva-

tionen 220 20

Jdt2 +Ddt =kl
dar J ar motorns troghetsmoment, D en dampningskonstant och %;
dess stromkonstant. Vidare betecknar 8 vridningsvinkeln och I strom-
men genom motorn. Lat 6 vara matsignal och I styrsignal. Bestam
parametrarna i en PID regulator si att det slutna systemet far den

karakteristiska ekvationen.

(s + a)(s® + 2¢ws + w?) =0

Rita Bodediagrammet for en Pl-regulator (sdtt K = 1 och T; = 1).

. Rita Bodediagrammet for en PD-regulator (satt K = 1 och T; = 1).

En cementugn bestar av en lang lutande och roterande cylinder. I
ugnens ovre dnda tillfores slam, och s.k. klinkers kommer ut ur
den undre dnden. Nedtill finns en oljebrannare. For att fa jamn
produktkvalitet ar det vasentligt att den s.k. brannzontemperaturen
halls konstant. Detta dstadkommes genom att man méter briannzon-
temperaturen och reglerar bransleflodet med PI-regulator. Ett blocks-
chema for systemet visas i figur 6.3. Overforingsfunktionen fran brénsle-
flode till brannzontemperatur ar

—9s

@)= 205

och regulatorn har 6verforingsfunktionen
Gr(s) = K(1+ L )
s) = —
R STi

Anvéand Ziegler-Nichols sjalvsviangningsmetod for att bestaimma para-
metrarna i regulatorn.

Martin har hort att optimal traning far man nér pulsen ar 160 slag
per minut. Genom att dterkoppla signalen fran hans pulsmétare till
ett 16pband vill han reglera hastigheten s& att pulsen ligger precis pa
det optimala vardet.

referens— brinsle— brannzon—
temp. flode temperatur

|

7

Y o G —J;> GP ,|’>

—1] |e

Figur 6.3 Blockschema for cementugn med temperaturregulator.
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Figur 6.4 Lopband

a. Antag att dynamiken i Martins kropp approximativt beskrivs av det

Magnitude (abs)

o

10
_45
-90

— 135

_180

_225

-270

_315

-360

_405

_450

Phase (deg

6.8

34

lineara systemet

30 15 (6.1)

y=x
dar u ar 16pbandets hastighet och x &r pulsen i slag per minut. Designa
en Pl-regulator sa att det slutna systemets bada poler hamnar i —0.1.

Martin har inte tillgang till modellen i ekvation 6.1. Han bestdmmer
sig for att stélla in sin PI-regulator med hjialp av Ziegler-Nichols fre-
kvensmetod, dven kallad sjdlvsvangningsmetod. Bodediagrammet for
en mer exakt modell kan ses i figur 6.5. Vad blir regulatorparamet-
rarna givet bodediagrammet?

Bode Diagram

r

107" 10
Frequency (rad/sec)

Figur 6.5 Bodediagram i uppgift 6.7

Anvind Ziegler-Nichols steg- och sjalvsviangningsmetod for att be-

stamma PID-parametrar for ett system vars stegsvar respektive Nyqvist-

kurva ar givna i figur 6.6. Bestam &ven en PI- och en PID-regulator
med hjalp av Lambdametoden da A = T'.
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Step Response
1.2 T

Amplitude
o o
» o]
T T

N
N
T

0.2

0 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Time (sec)
Nyquist Diagram

Imaginary Axis

-1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis

Figur 6.6 Stegsvar och Nyquistkurva for systemet i uppgift 6.8.

6.9 Betrakta ett system med 6verforingsfunktionen

1
s—|—1e

—S

G(s) =

a. Rita systemets stegsvar, och anvind Ziegler-Nichols stegsvarsmetod
for att bestimma parametrarna for en PID regulator. Ange de viarden
pa regulatorparametrarna K, T; och T; som erhalles.

b. Anviand Ziegler-Nichols sjalvsvangningsmetod for att bestimma para-
metrarna for en PID regulator.
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c¢. Anviand Lambdametoden med A = T for att bestamma parametrarna
for en PID-regulator.

6.10 En process skall regleras med en PID-regulator utgadende fran Ziegler-
Nichols metoder.

a. Anvand stegsvarsmetoden da processens stegsvar ges av den heldrag-
na kurvan i figur 6.7.

12

0.8

0.6

0.4

0.2

5 10 15 20 25 30 35 40
Figur 6.7

b. Samma systems Nyqvist-kurva ar given av figur 6.8. Den med o’
markerade punkten svarar mot frekvensen w = 0.429. Anvind sjilv-
svangningsmetoden pa processen.

0.4

Figur 6.8

c. Tyvarr ger stegsvarsmetoden i det har fallet ett instabilt slutet sy-
stem. Sjalvsviangningsmetoden ger ett stabilt men daligt dampat sy-
stem. Forklaringen till att stegsvarsmetoden fungerar sa daligt ar att
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6.12
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den forsoker approximera processen med ett tidsfordrojt forsta ord-
ningens system (streckade stegsvaret ovan). Genom att utnyttja mer
information ur Nyqvist-kurvan kan man fa PID-parametrar som ger
ett stegsvar som ser ut som den heldragna kurvan i figur 6.9. De bada
andra stegsvaren ar fran sjalvsviangningsmetoden (streckad kurva)
respektive stegsvarsmetoden (prickad kurva).

Hur tror du K har andrats i den tredje metoden jamfort med Ziegler-
Nichols metoder (6kat eller minskat)?

2.5

10 20 30 40 50 60 70 80

Figur 6.9

Ett andra ordningens system har ett Bodediagram enligt figur 6.10.
Man vill koppla in en lank Gk i serie med systemet, sa att det re-
sulterande slutna systemets snabbhet okar i jamforelse med det ur-
sprungliga. Vi anvinder skiarfrekvensen w. (den vinkelfrekvens dar
|Go| = 1), som ett matt pa systemets snabbhet. Vilket eller vilka Gg
gor systemet snabbare ?

AGg=K, K>1

1
B Gg =
K s+1
s+1
C Gk =
K s+2

DGK=e_ST, T>0

Ett system med overforingsfunktionen

1

Gr(s) = s(s+1)(s+2)

aterkopplas med en proportionell regulator med forstarkningen K =
1. Det slutna systemet far da ett reglerfel som beter sig enligt foljande:
e(t) — 0, t — oo nar referensviardet ar ett steg, och e(t) — 2, ¢ — oo
nar referensvardet dr en ramp.
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Magnitude

Phase

6.13

6.14

38

10

10

10 .1 ‘ ! ‘ 1o ‘ T 1oo
w [rad/s]

Figur 6.10 Bodediagram for systemet i problem 6.11.

Dimensionera en kompenseringslank G(s) som tillsammans med den
proportionella regulatorn minskar rampfelet till ett virde mindre 4n
0.2. Samtidigt far fasmarginalen minska med hogst 6°.

Ett system med overforingsfunktionen

1.1
Gr(s) = s(s+1)
aterkopplas enkelt. Det slutna systemet blir emellertid for langsamt.
Dimensionera en kompenseringslank Gi(s) sidan att det enkelt ater-
kopplade kompenserade systemet blir ungefar dubbelt sa snabbt utan
att robustheten forsamras eller i klartext: Skarfrekvensen w. skall
dubbleras samtidigt som fasmarginalen ¢,, ej far minska.

Betrakta systemet
1

s(s+1)(s+2)

Vid enkel aterkoppling har det slutna systemet stationira felet e = 0
da insignalen ar ett steg (r = 1, t > 0), och stationéra felet e = 2 da
insignalen ar en ramp (r = ¢, ¢ > 0). Man vill ha systemet 3ggr sa
snabbt utan att formagan att eliminera stationéra fel blir simre och
utan att robustheten forsamras. Dimensionera en kompenseringslank
G (s) sadan att ovanstéende villkor uppfylls.

Gi(s) =
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6.15 Ett servosystem har kretsoverforingsfunktionen

2.0
s(s +0.5)(s + 3)

Go(s) =

Systemet aterkopplas enkelt och far ett stegsvar enligt figur 6.11.
Som framgéar av figuren ar systemet daligt ddmpat och har stor éver-

2. ()

0.5

Figur 6.11 Stegsvar for det aterkopplade servosystemet i problem 6.15.

slang. Snabbheten ar emellertid tillfredsstéllande. Det stationédra felet
hos det aterkopplade systemet da insignalen 4r en ramp ar e; =
0.75. Dimensionera en kompenseringslank som ockar fasmarginalen
till ¢,, = 50° utan att forandra snabbheten. (¢,, = 50° ger en relativ
ddmpning ¢ & 0.5 vilket motsvarar en 6verslang M ~ 17%). Rampfelet
hos det kompenserade systemet far ej vara storre dn e; = 1.5.

6.16 Betrakta ett enkelt aterkopplat system med kretsoverforingen

1.5

Gi(s) = s(s2 + 2s + 2)

For systemet giller att 16sningstiden (5%) T; = 8.0 s, 6versliangen
M, = 27% och stationéra felet vid ramp (u(¢) = ¢) ar e; = 1.33.

Dimensionera en fasretarderande kompensering

s+ a

Gr(s) = K73+a/M

saddan att det stationdra rampfelet for det slutna systemet minskas
till e; = 0.1 samtidigt som snabbhet och ddmpning (robusthet) vi-
sentligen bibehalls.
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Figur 7.1 visar ett blockschema for temperaturregleringen av ett
hus. Referenstemperaturen (termostatinstallningen) ges av r, utsig-
nalen y 4r inomhustemperaturen och storningen d beror av utomhus-
temperaturen. Overforingsfunktionen G1(s) representerar dynamiken
for virmepanna och element och Ga(s) representerar dynamiken for
luften inuti huset. Regulatorn Gg ar en P-regulator med forstarkning-
en K =1.

Antag att utomhustemperaturens inverkan d kan maéatas exakt. Be-
stam framkopplingen H s att inomhustemperaturen blir oberoende
av utomhustemperaturen. Vad fordras for att framkopplingen skall ge
bra resultat?

H d
r u y
. Gr — G X G,
—1 |-

Figur 7.1 Blockschema for temperaturreglering av hus.

Figur 7.2 visar ett blockschema for ett nivaregleringssystem for en
tank i en fabrik. Inflodet till tanken, x(¢), kommer fran en bufferttank
och kan styras med hjéalp av en ventil. En pump bestammer utflodet
v(t) av vatska ur tanken efter vad som behovs for produktionen i
fabriken. Malet med regleringen ar att halla nivan A i tanken konstant
trots stora variationer i utflodet. Detta gors genom att justera ventilen
for utflodet fran bufferttanken.

framkoppling

G \'
E

h P-reg ventil tank h

~-O—{ o1

-1

Figur 7.2 Blockschema for nivareglersystem i problem 7.2.

Tankens area dr A = 1 m?2.
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Ventilens 6verforingsfunktion fran ventilpadrag till flode ar

1

G,(s)=——
()= 17059

Tankens dynamik kan bestimmas med en enkel massbalans.

. Antag att Gr = 0, d.v.s. att vi inte har nagon framkoppling. Dimen-

sionera en P-regulator s& att det slutna systemet far karakteristiska
polynomet (s + w)?. Hur stor blir w? Vad blir det stationira felet hos
nivan vid en stegédndring i v(¢) pa 0.1?

. Dimensionera en Pl-regulator sa att det stationira reglerfelet vid

laststorningar forsvinner. Bestim regulatorparametrarna si att det
slutna system far karakteristiska polynomet (s + w)3. Hur stor blir
w?

. For att ytterligare minska inverkan av laststérningar infor vi en fram-

koppling baserad pa en métning av v(¢). Bestdm en framkopplings-
lank Gr som eliminerar inverkan av variationer i inflodet genom att
korrigera x(t).

Anmérkning:

D4 alla variabler betecknar avvikelser fran arbetspunkten kan referens-
vardet for nivan A sattas lika med noll.

Betrakta systemet i figur 7.3. Processens 6verforingsfunktion ar

1
=

och Gg(s) ar en Pl-regulator med éverforingsfunktionen

Gals) = K(1+ )

Ky ar en konstant framkoppling fran referenssignalen r.

Ky

— Gr(s) Gp(s)

-1

Figur 7.3 Blockschema till uppgift 7.3.

a. Satt Ky = 0 och bestdm K och T; s& att det slutna systemets poler

hamnar i —2 + 2i, vilket bedoms ge god reglering av stérningar.
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b. Diskutera framkopplingens inverkan pa systemets reaktion pa bor-
vardesandringar. I det slutna systemets overforingsfunktion upptrader
ett nollstille. Ta bort detta genom att vilja den konstanta fram-
kopplingen Ky lampligt.

74 Systemet i uppgift 7.3 kan beskrivas med ett ekvivalent blocksche-
ma enligt figur 7.4. Ange 6verforingsfunktionerna Hy(s) och Hg(s).

Yr

— | H

ff —’®—’

G

y

H

fb

Figur 7.4 Ekvivalent blockschema for uppgift 7.3.

Diskutera resultatet och fundera pa framkopplingens inverkan da re-
gulatorn dven innehéller en D-term.

7.5 Blockschemat i Fig. 7.5 visar kaskadreglering av en tank. Overforings-

e

Yr ‘@—'GFQ

Vi

Vo

-1

Figur 7.5 Kaskadkoppling i uppgift 7.5.

funktionen G beskriver en ventil och 6verforingsfunktionen Gg be-
skriver tankens dynamik. Malet ar att reglera nivan i tanken (y).
Detta gors genom att reglera ventilen (G1) i en inre reglerloop medan
y regleras i en yttre reglerloop. De bada reglerlooparna kombineras
pa sa séatt att referensvirdet i den inre loopen utgérs av utsignalen
fran regulatorn i den yttre loopen.

Tva storningar finns i systemet, namligen ett storflode (v2) som ad-
deras till det styrda flodet (1) och tryckvariationer i flodet framfor
ventilen (v1). Diskutera val av regulator (P eller PI) i respektive loop
med med avseende pa eliminering av stationéra reglerfel vid stegiand-
ringar i de tva storningarna v; och vs.

7.6 Antagi Fig. 7.5 att G1(s) = ;2; beskriver en ventil och G(s) = 1 en

tank.
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a. Berdkna en P-regulator Gr1(s) = K sddan att den inre reglerkretsen

blir 5 ganger sa snabb som den oreglerade ventilen.

. Berakna en Pl-regulator Gra(s) = Ka(1 + ﬁ) for den yttre loopen sa

att det slutna systemets poler hamnar en faktor 10 narmare origo an
polen for den inre reglerkretsen. Approximera den inre loopen med
Ginre(s) ~ Ginre(o)-

I en angpanna av s.k. domtyp anvindes en behéallare, domen, for att
skilja vatten och anga (se figur 7.6). Det ar vasentligt att halla kon-
stant niva i domen vid belastningsférandringar. Domen kan beskrivas

F(s)

0—3 s—0.01

! s(s +0.1)

Y
CZ: (s)
M(s) =
10
s

Figur 7.6 Blockschema for &ngpanna av domtyp.
med foljande modell:

103 s—0.01

Y(s)=——M(s)+ m10—3F(s)

dar Y ar domnivan i m, M &ar matarvattenflodet i kg/s och F ar
angflodet i kg/s.

. Antag att angflodet ar konstant. Dimensionera en P-regulator, som

styr matarvattenflodet fran en matning av domnivan. Valj regulatorns
parametrar si att reglerfelet p.g.a en stegstérning i nivan efter 10
sekunder sjunkit till 10 % av felets initialvarde.

. Ange for det aterkopplade systemet det stationara felet i nivan Y efter

en stegstorning i angflodet F pa 1 kg/s.

. Bestam for det ursprungliga systemet en framkoppling H(s) fran

angflode F(s) till matarvatten M(s), s& att nivan Y blir oberoende av
andringar i angflodet.
Antag att en servomotor,

1

AR

regleras med en P-regulator, Gr(s) = 2. Vad ar systemets dodtids-
marginal?
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7.9

7.10

44

Antag samma process och regulator som i foregdende uppgift, men att
processen nu styrs 6ver ett mycket langsamt natverk som introducerar
en tidsfordrgjning pa en sekund i reglerkretsen. For att avhjalpa detta
problem anviands en Otto Smith-regulator, se figur 7.7.

Antag att modellen &r identisk med processen. Vad ar 6verforings-
funktionerna for de olika blocken (Regulator, Process, Modell, Modell
utan dodtid) i vart exempel?

Blockdiagrammet for Otto Smith-regulatorn kan ritas om enligt fi-
gur 7.8. Vad blir Otto Smith-regulatorns 6verforingsfunktion (fran e
till u) i vart exempel?

Anviand approximationen e* ~ 1+ x for att forenkla regulatorns Gver-
foringsfunktion. Jamfor regulatorn med kompenseringslankar.

I figur 7.9 visas resultatet av en frekvensanalys gjord p4 bommen
(en del av “kulan-pa-bommen”-processen). Man ser att processen for
laga frekvenser har en dynamik som kan approximeras vil av en
integrator. Man ser ocksé att faskurvan for hoga frekvenser avviker pa
ett sétt som liknar en dodtid. Processen skulle alltsa kunna beskrivas
av

k
G(s) = —e~sL
(5) ="
r u y
4@W Regulator Process ‘\
Y1
Modell
Modell | >
utan dodtid

Figur 7.7 Principen for Otto Smith-regulatorn.

Otto Smith-regulator

Gp

Figur 7.8 Blockdiagram ekvivalent med figur 7.7.
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Anvind Bodediagrammet for att bestimma ungefarliga virden pa
forstarkningen % och dodtiden L.

Forstarkning
>
T

107k 9
10° — ,
10 10

0

-100r j\ i
& _200f .
300 .

_400b—iiil i R R R i N R R T
10° 10’ 10° 10°

Frekvens [rad/s]

Figur 7.9 Uppmitt Bodediagram for bommen.
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8.1

46

Djupstyrning av ubat

Syfte

Denna uppgift handlar om djupreglering av ubatar pa 40-talet. Tva
olika typer av reglering testas — PD-reglering och tillstandsaterkopp-
ling. Den senare metoden anvéandes i verkligheten.

Bakgrund

Djupstyrning av ubatar kan goéras mha variation av rodervinkeln S
enligt Fig. 8.1. Djupet & avlases p4 manometer. Genom att manuellt

&

Figur 8.1 Djupstyrning av ubéat i problem 8.1.

generera en sinussignal i rodervinkeln g (efter tabell och klocka —
detta gjordes ndmligen i slutet av 40-talet) kan man via frekvensa-
nalys skatta overforingsfunktionen G(s) (fér en konstant hastighet v)
fran g till A. Det resulterande Bodediagrammet for tre olika hastig-
heter presenteras i Fig. 8.2.

Specifikationer

I detta fall gavs inga andra specifikationer dn "Gor det sa bra ni kan”.

Problemformulering

Antag att hastigheten v = 3 knop. Problemet bestar i att berdkna en
styrlag som ger ett tillfredstdallande insviangningsforlopp for djupet A
vid just denna hastighet. Detta ger ingen garanti for att insvingning-
en skall vara lika trevlig vid ndgon annan hastighet.

I en forsta ansats vill man styra ubatens djup A genom att enbart
maita h.

. Hur stor far forstarkningen K hogst vara for att slutna systemet skall

vara stabilt d& man anvénder en P-regulator 8 = K (hr— k) (anvand
Bodediagrammet i Fig. 8.2)?
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10-3 102 10-1 100

—300 1 L i 1 L i 1 L
10-3 102 10-! 100

Frequency [rad/s]

Figur 8.2 Bodediagram for den skattade overforingsfunktionen G(s) fran 3 [grader]
till 2 [meter] i problem 8.1 for hastigheterna v = 3 (heldragna kurvor), 5 (streckade
kurvor) och 7 knop (prickade kurvor).

b. Med en PD-regulator G,(s) = K(1+ Tps) vill man erhalla en skéarfre-
kvens pa w, = 0.03 rad/s. Hur ska K och Tp viljas om fasmarginalen
¢ skall vara 60°?

c. Hur paverkas stabiliteten hos det slutna systemet i (b) om hastig-
heten okar fran 3 till 7 knop? Foresla olika satt att ta hansyn till
hastighetsvariationer.

For vinkelfrekvenser 6ver 0.05 rad/s kan man goéra approximationen

ky
Gap(s) = 2 81
s (8.1)
Gha(S) = ;

dar Gagp(s) och Gr(s) ar overforingsfunktionerna fran g till « resp.
fran o till A (Fig. 8.3). Konstanten &, beror av hastigheten v.

B Kk a v h

Figur 8.3 Blockschema for en ubatsmodell som ar giltig for w > 0.05 rad/s.

d. Bestiam %k, med hjalp av Bodediagrammet i Fig. 8.2. (1 knop ~ 1.852
km/h = 1.852/3.6 ~ 0.514 m/s.)
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8.2

48

e. Antag att den approximativa modellen

kv
Gnp(s) = =5

s
regleras med en P-regulator 8 = K(h,r — h). Avgor for vilka véarden
pa K det aterkopplade systemet &r asymptotiskt stabilt. Stammer
detta med resultatet som erholls i (a)?

Genom att dven aterkoppla fran trimvinkeln o och dess derivata
da/dt kan man forbéttra prestanda for reglersystemet.

. Infor tillstdnden x; = da/dt, xo = « och x3 = h samt insignalen

u = . Anvand styrlagen u = u, — 141 — lox2 — I3xs = u, — Lx och
bestam L s& att det slutna systemets karakteristiska ekvation blir

(s 4+ ywo)(s® + 2Cwos + wi) = 0

. Referensvirdet Ay for héjden A infors enligt

Ur = Lyhyer
Hur skall L, valjas for att h = hyer stationart?

Man bestamde sig for att valja ¢ = 0.5 och y = 2 vilket bedémdes
ge ett lagom dampat stegsvar. Valet av wg kraver lite mer eftertanke.
Eftersom den approximativa modellen (8.1) bara ar giltig for w > 0.05
rad/s s& bor inte wq viljas for lag. A andra sidan far inte w viljas for
hog eftersom man da kan fa for stora roderutslag p.g.a. stora viarden
pa koefficienterna [/, j = 1, 2, 3.

. Hur stort wo kan man hogst valja om en stegstérning i manome-

tersignalen motsvarande AhA = 0.1m inte far ge upphov till stérre
roderutslag an 5°?

I det aktuella fallet valde man wo = 0.1 rad/s. Man provade forst ett
halvautomatiskt system. Signalen u — u, — l1x1 — l9x9 — [3x3 visades
for en operator som hade i uppgift att manuellt halla signalen noll
med hjalp av det vanliga roderservot. Regleringen fungerade mycket
tillfredstéallande. Installningstider pa 30-60 s erholls i hela fartomra-
det. Det kompletta automatiska systemet provades sedan pa ubaten
Sjoborren. Noggranheten vid gang i lugnt vader var +0.05 m!

Reglering av elastiskt servo

Syfte

Uppgiften gar ut pa att reglera vinkelhastigheten hos ett svianghjul
som ar kopplat med en vek axel till ett annat svianghjul vilket i sin
tur drivs av en motor. Olika reglerstrategier provas och jamfors med
avseende pa prestanda.
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K
f
J J
u M 1®_W_| 20)2

——  Motor I
)

d

P y f P y

V2770 1777
d, d,

Figur 8.4 Modell av elastiskt servo i uppgift 8.2.

Bakgrund

I Fig. 8.4 visas en forenklad modell av ett elastiskt servo. Den skulle
aven kunna utgora en modell av en vek robotarm eller ett elastiskt
antennsystem pa en satellit. Vridningsvinklarna hos svanghjulen be-
tecknas med ¢; resp. @2 medan w; = @1 och wa = @3 betecknar
motsvarande vinkelhastigheter. Svianghjulen har troghetsmomenten
J1 resp. Jo och de ar kopplade med en axel som har fjaderkonstant
ks och dampkonstant d;. Det forekommer ocksd en del lagerfrik-
tion vilken representeras av dampkonstanterna d; och ds. Det ena
svianghjulet drivs av en DC-motor med jarnlés rotor som drivs av en
stroméaterkopplad forstarkare. Dynamiken i motorn och i forstarkaren
forsummas. Motorns vridmoment ar proportionellt mot forstarkarens
inspanning u enligt
M=Fky I="Fkukiu

déar I ar strommen i rotorlindningen. Momentjamvikter kring sving-
hjulen ger féljande ekvationer.

Jiwir = —kr(p1 — @2) —diw1 — df(w1 — w2) + knkiu
Jows = +kr(p1 — @2) — daws + df (w1 — w2)

Vi infor tillstandsvariablerna

X1 = W1
X9 = W9
X3 = @1 — P2

och betraktar vinkelhastigheten ws som utsignal:
y = kw2 . Cl)2

Detta ger oss foljande tillstAndsmodell for servot.

_ditds dr _kr Enk
J1 J1 J1 J1
x=Ax+ Bu= dr _9rtds ke | x4 0 u
Js 7 73
1 -1 0 0

y=Cx= (O ks, O]x
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For en verklig labprocess har vi matt och uppskattat foljande varden
pa konstanter och koefficienter.

Jp = 221076 kgm?

Jy = 65 - 107 kgm?

ky =11.7-10"%Nm/rad
dr =2e—5
dy=1-10"°Nm/rad/s

ds =1-107°Nm/rad/s
km = 0.1Nm/A

k; =0.027A/V
kw, = ky, =0.0167V/rad/s

Problemformulering

Insignalen &r spdnningen u till motorn och vi vill reglera vinkelhastig-
heten wg hos det yttre svianghjulet. Malet ar att snabbt kunna stéalla
in wg till ett nytt viarde samtidigt som reglersystemet inte far vara
alltfor kansligt for laststérningar och matbrus. Systemet maste ocksa
dampas sa att inte insviangningen blir alltfor oscillativ.

Specifikationer

1. Stegsvaret for slutna systemet skall vara ganska val dampat och
ha en stigtid pa 0.1-0.3 s. Insviangningstiden till £2% far vara
hogst 0.5 s. Ett satt att grafiskt specificera stegsvaret aterges i
Fig. 8.5.

2. Laststorningar far inte ge nagot statiskt fel.

3. Bruskénsligheten far inte vara for stor.

14+ . : . : -

0.8+ ; - -
/
, ,
, :
1 //
' /)
0.6F :
, ,
/
,
/
, ,
, /
, /
04F « , .
!’ /]
, ,

/

, ,
; ,

02 .
!
Ll

Figur 8.5 Det slutna systemets stegsvar skall ligga mellan de streckade kurvorna.
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Ziegler-Nichols metod

Bodediagrammet for 6verforingsfunktionen fran u till we aterfinns i
Fig. 8.6.

100 ¢

10

100 101 102 103

=50 T T T T T T T T T

-300 Ll Ll I
100 101 102 103

[rad/s]

Figur 8.6 Bodediagram for servo.

a. Anvand Ziegler-Nichols sjalvsvangningsmetod for att ta reda pa lamp-
liga PID-parametrar.
Ziegler-Nichols metod ger oftast ett ganska oscillativt slutet system
men de erhallna parametrarna utgor ofta hyfsade startviarden om man
manuellt vill justera fram bra PID-parametrar.

Tillstandsaterkoppling och Kalmanfiltrering
Om alla tillstdnden gar att mata sa kan man genom aterkoppling

u(t) = _Lx(t) + Lryr(t)

placera det slutna systemets poler godtyckligt under forutsattning att
systemet ar styrbart.

b. Bestam forstarkningen L, si att slutna systemet far stationar for-
starkning = 1, dvs y = y, stationért.

For att uppfylla Specifikation 2 s4 méaste man dven ha integration i
regulatorn. Ett satt att Astadkomma detta ar att anvanda styrlagen

u(t) = —Lx(t) + Lyyo(t) — L f (5(s) — 32(s))ds

Detta kan tolkas som aterkoppling fran ett "extratillstand x; enligt
Xi =Y —r
u=—Lx + L,-y,- — Lixi
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— L ——=1  Process

~J

Figur 8.7 Blockschema for tillstandsaterkoppling i uppgift 8.2.

I Fig. 8.7 visas ett blockschema for hela systemet.

. Hur ser den utvidgade tillstandsmodellen ut? Infor beteckningen x,

for den utokade tillstandsvektorn.

Eftersom tillstdnden i sjalva verket inte gar att méata sa far man
rekonstruera dem pa nagot sitt. Ett vanligt satt ar att anvinda ett
Kalmanfilter enligt

x

A+ Bu+ K(y — C%)
och sedan aterkoppla fran de skattade tillstinden £
u=—Lx+ L,y, — L;x;

Det ar ju onodigt att skatta x; eftersom vi har direkt tillgdng till
detta tillstand. Blockschemat for hela systemet framgér av Fig. 8.8.
Lat L' beteckna den utvidgade radmatrisen (L L;) och kalla de

L
r
y _
r 1 X i u y
—_— L X Process
S i
)IE Kal
alman- ]
-L KH filter
-1

Figur 8.8 Blockschema for Kalmanfiltrering med tillstandséaterkoppling i uppgift

utvidgade systemmatriserna for A’ och B’. Problemet bestar nu i
att finna lampliga L, L; och K genom att placera dels egenvirdena
till A’ — B'L’ och dels egenvirdena till A — KC pa liampliga stéllen.
Eftersom de bada egenvirdesproblemen édr av lite for hog dimension
for att det skall vara njutbart att rdkna for hand si& anvander vi
Matlab for att undersoka nagra olika val av polplaceringar.
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For att inte fa alltfor manga parametrar att variera bestimmer vi
oss for att placera polerna i s.k. Butterworth-monster vilket innebar
att polerna ir jamnt utspridda pa en halvcirkel i vanster halvplan.
Egenvirdena till A’ — B’L’ placerar vi p4 en halvcirkel med radie w,,
medan egenvirdena till A — KC placeras pa en halvcirkel med radie
w, (se Fig. 8.9). Ett lampligt w,, kan man erhalla fran Specifikation 1

15

T S N N b= -

25 20 415 -10 -5 0 5

Figur 8.9 Polplacering i uppgift 8.2.

dvs att insvingningstiden T till 2% fran stationirt varde maste vara
mindre dn 0.5 s. En grov uppkattning av T for ett andra ordningens
system med relativ ddmpning ¢ och naturlig frekvens w &r

Ine

sN—E

dir € ar maximala avvikelsen fran slutviardet. Eftersom vi har ett 4:e
ordningens system s kan vi inte anvidnda denna approximation direkt
men om man bara tittar pa det minst ddmpade polparet (¢ = 0.38 och
W = wy,) i Fig. 8.9 si far man att

Ine

s (8.2)

wWm ~

. Vilket varde pa w,, erhalles ur formel (8.2)?

Vi viljer w,, till 20 vilket ger T; < 0.5 s. Eftersom vi har inte-
gralverkan i regulatorn sa kan vi séatta L, = 0 eftersom stationéra
forstarkningen for slutna systemet anda blir 1. I Fig. 8.10 visas slutna
systemets stegsvar da L, = 0 resp. L, valt enligt uppgift (b) ovan.
Genom att siatta L, = 0 minskas overslangen sa att specifikationen
uppfylls.

Vi fixerar nu w,, och varierar w,. Féljande test skall anvindas. Vid
tiden ¢ = 0 kommer ett enhetssteg i referensvardet y,, vid ¢t = 1
introduceras en laststérning d = —1 i styrsignalen och vid ¢ = 3 dyker
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1.6

Figur 8.10 Stegsvaren for slutna systemet med w,, = 20 rad/s. For stegsvaret med
storst overslang ar L, valt enligt uppgift (b) medan det andra stegsvaret svarar mot
L,.=0.

1.5

randy

0.5+ B

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ time [5]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

20 \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ time [s]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Figur 8.11 Test av reglering d& w, = 20 och w, = 10 (heldragna kurvor), 20
(streckade kurvor) och 40 (prickade kurvor).

det plotsligt upp métbrus i y. Bruset har variansen 0.01. Resultatet
framgéar av Fig. 8.11.

e. Vilket varde pa w, verkar vara bést nir det giller att eliminera
laststorningen? Vilket w, ar bast nar det géller att dampa méatbruset?



9. Interaktiv jimforelse mellan
modellbeskrivningar

Det finns manga sédtt att beskriva dynamiken hos processer och regler-
system, t.ex. stegsvar, 6verforingsfunktioner, tillstdndsbeskrivning, pol-noll-
stallediagram, Bodediagram och Nyquistdiagram. Ett bra satt att lara sig
sambandet mellan olika beskrivningar ar att anvidnda interaktiva hjalpme-
del. P4 hemsidan

http:/aer.ual.es/ilm/
finns flera interaktiva program som kan laddas ner gratis. Modulen Modeling
ar lamplig for att studera modellbeskrivningar och dess anviandargrianssnitt
visas i figuren nedan.

Modellstrukturen som man vill studera anger man genom att “dra in”
poler och nollstallen i pol-nollstédllediagrammet. Parametrar och dodtid kan
sedan dndras genom att man drar i punkter eller linjer i de olika diagram-
men, eller genom att ange numeriska varden for 6verforingsfunktionen. Det
basta sdttet att lara sig hantera verktyget och undersoka dess mdjligheter
ar att prova sig fram genom att experimentera med de olika menyerna. Mer
information finns att hamta pa hemsidan.

Skalorna i de olika diagrammen kan man dndra genom att klicka vid de
sma trianglarna vid skalorna. Det gar ocksé att zooma in och ut.

Under fliken File finns det anvdndbara kommandot “Reset data”. Med
hjalp av det aterstdller man alla varden till utgangslaget.

r T m
/¥ Interactive Learning Module: Basic Modelling - Sysquake Runtime - —— {*]ﬂ‘:' B
File Edit Settings Plots Figure Layout View Help
o] [€ QRO
. N System Step Response
ILM: Physical Medeling e .
: (v ‘:'
» 9 |
Theorv Instructions
e
S ey
Model parameters £ : a

x Deloy Nyquist Bode Magnitude

v

2.000 0.000
] | | 2 .
[ 1.000
r I 1 01
A

System Poles and Zeros x o 0
4 a
2 s 01 1 10 100

Bode Phase
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Kapitel 9. Interaktiv jamforelse mellan modellbeskrivningar

9.1

9.2

9.3
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Studera overforingsfunktionen

K
1+sT

G(s) =

Lat utgangslaget vara att K =T = 1.

. Variera forst forstarkningen K och notera hur pol, stegsvar, Nyquist-

diagram och Bodediagram paverkas. Hur kan man bestdmma vardet
pa K ur stegsvaret, Nyquistdiagrammet och Bodediagrammet?

. Satt K = 1 och variera i stallet T. Hur paverkas de olika representa-

tionerna? Varfor paverkas inte formen pa Nyquistdiagrammet?

. Satt K = T =1 och lagg till en dodtid L sa att overforingsfunktionen

blir K
G(s) = —Ls

Variera L och se hur det paverkar representationerna. Forklara vad
som hander med stegsvaret. Varfor ser Nyuistdiagrammet ut som det
gor? Varfor paverkas inte forstarkningskurvan i Bodediagrammet?

Studera overforingsfunktionen

3 K
T (14T (1 +sTy)

G(s)

Lat utgangslaget vara att K =T7 = Ty = 1.

. Variera forst forstarkningen K och notera hur poler, stegsvar, Nyquist-

diagram och Bodediagram paverkas.

. Satt K = 1 och variera T och T5. Notera skillnaden mellan fallen

Ty ~ Ts och Ty > Ty. Hur skulle man kunna approximera G(s) i fallet
Tl > Tz‘)

. Satt K = T1 = To = 1 och lagg till ett nollstalle sa att verforings-

funktionen blir
K (1 + ST3)

(1 + STl)(l + ST2)
Variera T3 och se hur det paverkar representationerna. Vad héinder

nar T3 < 0? Vad innebar detta om man vill reglera en process med en
saddan overforingsfunktion? Forsok forklara fenomenet.

G(s) =

Studera overforingsfunktionen

(,()2

- s2 + 2( ws + w?

G(s)

Lat utgangslaget vara att ( = 0.7 och w = 1.

. Variera forst frekvensen w och notera hur poler, stegsvar, Nyquistdi-

agram och Bodediagram péaverkas.

b. Satt w = 1 och variera (. Notera hur representationerna paverkas.



Losningar till kapitel 1. Modellering och
linjirisering

1.1 a.

Vagforhallanden

— Bromspedal
Végens krokning — g - Gaspedal Bil
orare I 1
. —
Avstand Rattvinkel
—— ————————————
Hastighet

C.

1.2 a.

Ett blockschema for situationen visas i figur 1.1. Personen som du-
schar kdnner av temperaturen och flédet (méatsignaler), och justerar
duschkranarna (styrsignaler) for att fa onskad temperatur och flode.
Det ar framst aterkoppling som anvands. Storningar kan vara varia-
tioner i vattentryck och temperatur i vattenledningarna som beror av
ifall andra vattenkranar i huset ar/har varit igadng.

Varmvattenflode

Temp

o

Person Dusch

Flode Kallvattenflode

Figur 1.1 Blockschema for person som duschar.

. En bilférare anviander flera styrsignaler: gaspedalen, bromspedalen,

ratten. Foraren vill styra bilen sa att den haller sig pa viagen med 6ns-
kad hastighet och sikerhetsmarginaler till andra trafikanter. Matsig-
naler ar hastighetsmataren och visuell feedback om hur vigen svang-
er, avstand till bilen framfor, och andra hinder i vagen. Foraren anvin-
der aterkoppling genom att titta pa hastighetsmitaren, omgivningn
och andra fordon for att halla 6nskad hastighet och folja vagbanan.
Blockschema visas i figur 1.2.

Figur 1.2 Blockschema for bilkérning.

Styrsignalen ar varmen pa spisplattan. Matsignaler fran systemet
kan man fi genom att titta hur mycket vattnet kokar samt genom
att kdnna hur mjuk potatisen ar. Aterkoppling anvinds nar vi t.ex.
sanker effekten pa spisplattan nar vi ser att vattnet kokar for mycket.
Oppen styrning anvands nar vi foljer ett givet recept, t.ex. “potatisen
ar fardig efter 20 min”, eller "nar vattnet kokar, satt ner varmen pa
plattan till halv effekt”. Ett blockschema visas i figur 1.3.

Systemet ar linjart.
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Loésningar till kapitel 1. Modellering och linjdrisering

Spisvred

Spis

Virme

Person

L

Gryta

Varme

Synintryck

Kénsel

Potatis

-
-

Figur 1.3 Blockschema for potatiskokning.

b. Vi far nu ytterligare en differentialekvation

b=v

Med tillstdnden x1 = v och x9 = p far vi

xlzku
X‘zle
Yy = X2

Man kan ocksa skriva systemet pa matrisform

WL
y = (0 1]x

c. Termen mx? gor systemet olinjart. Den stationédra punkten ges av
—0.001(x°)* +u’ =0

vilket for u® = 0.1 ger x° = +£10. Den stationira hastigheten blir da
y0 = 10 m/s.

d. Systemet ges av
%= f(x,u) = —mx®+ ku
y=g(xu)=x
Vi deriverar f och g med avseende pa x och u och far

gi = —2mx
of
ou
dg
Ox
dg
ou
Vi sitter in den stationsra punkten (x°, u°, y°) = (10, 0.1, 10) i uttryc-
ken for derivatorna och infor variabelbytet Ax = x — 5%, Ay = y — 50,
Au = u —u®. Vi far da det linjara systemet

dA

o _0.02A% + Au
dt
Ay = Ax
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Lésningar till kapitel 1. Modellering och linjdrisering

1.3 a. Med x; = y och x9 = y blir systemet

%1 0 1 x1 0
)5 ) ) (2)
X9 _ _— X9 -
m m m
X1
=11 0
r=(10) (3]
b. For ¢t > 0 far vi att
mj+cy+ky=1y(0)=y(0)=0

som har 16sningen

1 o
y(t) = A (1 — —e 'sin wgt — e %% cos wdt>
Wq

déar 0 = ¢/2m och wqg = \/k/m — c?/4m?2.

Y

14 Med tillstdnd x1 = vyt och xg = vy blir systemet

BEEIREHE
ws (0] (2]

1.5 a. Vi kan t.ex. vilja hojden A som tillstdndvariabel. Volyméandringen i
tanken ges av

Ah =d{din — qut
och fran Toricellis lag far vi att gy = av/2gh. Den sokta differentia-

lekvationen blir 1
; a
h+ —+v/29h = —qin
taveEgh =y

; = —— 29h + %qm ( = f(h’ qm))
y:h (: g(h’Qin))
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Loésningar till kapitel 1. Modellering och linjdrisering

c. Utflodet maste vara samma som inflodet ¢2, = ¢? . Nivan beriknas
genom att sdtta A = 0 och da fas

2
hozi ﬁ
2g \ a

Vi bestammer de partiella derivatorna

of __a |9 of _ 1
on ~ A\ 2n g A
oh 0qin
Genom att sitta in A~ = h° ovan och inféra variabler som anger

avvikelse fran arbetspunkten: Ak = b — h°, Aqin = qin — g, Ay = AR
sa fas det linjariserade systemet som

. a [} 1
Ah = —— ] —==Ah 4+ —Aqj
A\ 2ottt g Am
Ay = Ah
1.6
X1 0 1 0 X1 0
X9 = 0 0 1 x| +]10]|u
x,g -1 -2 -3 X3 1
x1
y = [ 10 0] %g
x3
1.7 a.
xl = X2
iy = —\/x1 — x1% + u°
y=x1

b. I en stationdr punkt ska det galla att £1 = %9 = 0. Fran den forsta
ekvationen far vi direkt att xo = 0. Den andra ekvationen ger sedan
VX1 = u?. Det finns alltsd oandligt ménga stationdra punkter pa
formen (9, x3, u°) = (a4, 0, @), & > 0.

c. u® =1 ger den stationira punkten (9, x3, u°) = (1, 0, 1). Vi sitter

f1(x1, x2, u) = xo
fa(x1, 22, u) = — /a1 — 21200 + u°
g(x1, x2, u) = x1
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1.8

Lésningar till kapitel 1. Modellering och linjdrisering

och berdknar de partiella derivatorna

of1
Bx1
ofs 1
x1
0g
8x1

of1
dxg
ofs
8x2
dg
37352 =

=1

0

I den stationdra punkten géller alltsa

of1
8x1
ofs 1
9x1 2
a9
8x1

=0

of1
Oxs
of2
Bxs
a9
Oxs

ofi
ou
ofs
ou
a9

au ="

of1
Bu
of2
Bu
a9
du

Efter ett variabelbyte kan det linjariserade systemet skrivas som

()
AXQ N

Ay =

[ =) (62
1 +
-3 —1 sz

(1 0) (53]

Vid den sokta arbetspunkten giller att

[2)

0= x%xz +1
0= xlxg +1
X9 7T2
y = arctan — +
X1 8
sa att ) = —1, 3 = —1 och »° = T+ %2. Beriakning av de partiella
derivatorna ger
(9f1 afl 2 8]“1
1 —9 = = —— =V 2cos
0x1 12 0x9 Y1 ou “
ofa _ o Ofs Ofs
hat L 12— 9xqx 12 = _\/2sinu
0x1 2 0x9 152 ou
Og _ —x2 99 _ xm 99 _ 4,
0x1 x% + x% 0xg x% + x% ou
Med variabelbytet
T
Au=u——
4
Ax;=x1+1
Axg = x9 + 1
2
T
Ay=y—=—"".
Y=Y 4 3
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Loésningar till kapitel 1. Modellering och linjdrisering
blir det linjariserade systemet
Axl 2 1 Ax1 1
. = + Au
Ax2 1 2 sz -1

1 Ax1
Ay = [§ - ] Ay + TAu.

D[ =

1.9 a. De olinjara tillstAndsekvationerna blir

%1 = X2 = f1(x1, xo, u)

X9 = w2x1 - ? +u = fa(x1, %2, u)
1

y=x1 = g(x1, x2, u)

b. I stationéaritet galler att

i‘(t):wzro—%+0:0
To

dvs 5 = B/w?.

Vi berdknar de partiella derivatorna

of af af

9o Ou O 0 10 0
afs af: af: _ 2 3 _ 2
6721 572 Gl =w*+28/r5 0 1| =]3w
99 99 g 1 0 0 1

ox1  Oxg ou

Det linjara systemet blir nu alltsa

dAx—01A+OA
dt  |3w?2 o T 1)

Ay = [1 O]Ax
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Losningar till kapitel 2. Dynamiska system

2.1 a. Overforingsfunktionen for ett linjart system pa tillstandsform ges av
G(s)=C(sI—A)™'B+D
s 0 10 1Yy\'(o0
= (1 0] _
0 s -1 -1 1
1
(s—10)(s+1)+1

Overforingsfunktionen ger sambandet

1
(s—10)(s+1)+1

Y(s) = Uls)

vilket kan skrivas om som
s2Y (s) —9sY (s) —9Y (s) = U(s)

Vi tar sedan den inversa Laplacetransformen och far differentialekva-
tionen

y—9y—-9y=u
b. Vi Laplacetransformerar differentialekvationen och far
Js?Y (s) + DsY (s) = U(s)

Lés sedan ut Y (s)
1

Y($)=————+—
(s) JsZ + DsU(s)
Overforingsfunktionen #r da
1
G(s) = —5———
(s Js? + Ds

Nar vi skriver systemet pa tillstandsform kan vi véalja tillstAinden som
x1 =y, xo = y. Vi far da ekvationerna

X1 =Yy =X

Xpg=9=~

1
5 (—Dy +u) = j(—ng +u)

)

Systemet pa tillstandsform ges av

= (4 19]”[
=1 0]«

c. Overforingsfunktionen ges av

)

1
1+sk

G(s)=C(sI—A)'B4+D=1(s ——-1/k)'1/k =
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Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

d. Overforingsfunktionen ger foljande samband mellan Y (s) och U(s)
(s + as® + Bs)Y (s) = yU(s)
Inverstransformering ger
Y+ aj+By=yu

Om vi infor tillstdnden

X1 =Yy
X2 =Yy
X3 =Yy
far vi tillstandsbeskrivningen
0 1 0 0
x=10 O 1 x+ |0 ]u
0 - —« y

y=(1 0 O)x

Vikan ocksa anvéanda oss av ndgon av de standardformerfor tillstands-
beskrivningar som finns angivna i formelsamlingen (diagonalform,
observerbar kanonisk form, styrbar kanonisk form). For att skriva
systemet pa diagonalform maste vi faktorisera overforingsfunktionen
vilket ar svart nar vi inte vet vardena pa o och S, sa lampligen véljer
vi styrbar eller observerbar kanonisk form. Vi jamfor koefficienterna
i var overforingsfunktion med strukturen i formelsamlingen och far
att

ai1=a, ag=pf, a3=0, b1=0, by=0, byg=y
En tillstandsbeskrivning pa observerbar kanonisk form blir da

—a 1 0
x= —ﬂle-l—[]

0
y= ( 10 0
Modellen presenteras och analyseras i artikeln Complex dynamics in

low-dimensional continuous-time business cycle models: the Sil’nikov
case, HW. Lorenz, System Dynamics Review, vol.8 no.3, 1992.

2.2 a. Overforingsfunktionen &r

G(s)=C(sI—A) B+ D=

o) (5

2%+ Ts+1
8245546
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Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

Fran overforingsfunktionen ar det enkelt att bestimma differentia-
lekvationen

Y(s) = G(s)U(s)
(s> 4+ 55+ 6)Y (s) = (2% + 7s + 1)U(s)
y+5y+6y=2i+Tu+u

b. Overforingsfunktionen &r

G(s)=C(sI—A)'B+D =

s+7 -2 \71/3
=(-2 1) -
15 s—4 8
_ 2s + 3
T 2435+ 2°

Differentialekvationen blir

Y (s) = G(s)U(s)
(s> +3s+2)Y(s) = (25 + 3)U(s)
J+3y+2y =2u+3u

5s+8
.G = Y =5 8
c. G(s) s+ 1 y+y=>5u+8u
3s? 4+ 7s + 18
d. G(s)=—————, 4+2y+5y=3ii+Tu+18
(s) 219515 y+2y+ 5y i+ Tu+ 18u

2.3 a. Partialbraksuppdelning av 6verforingsfunktionen ger

2 5
Gs)=2+ —— —
() +s+3 s+ 2

och genom att inverslaplacetransformera detta fas impulssvaret
h(t) = L7IG(s) = 26(t) + 2e73 —5e™%, t>0.

Eftersom systemmatrisen var given pa diagonalform hade vi i detta fall
aven enkelt kunnat berdkna impulssvaret som

—2t 0

h(t) = CeMB+Ds(t) = (-1 1) [e0 o

] [Z] +26(t), t>0.

Stegsvaret berédknas t.ex. genom att integrera impulssvaret

() = fo h(r)dr = fo ' (26(%) + 267 — 5e~27) dr =

=2+[5 27_2e—37]t=

2° T3% |,
1 5 —2t 2 —3t
s 422 _2 £>0.
61 3¢ 3¢ 0 =
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Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

b. Overforingsfunktionen har partialbraksuppdelningen

1 1

och impulssvaret blir
h(t) = L7IG(s) =e '+, t>0.
Stegsvaret ges da av

1 —2t

t
3 —t
y(2) foh(r)d'r 5 ¢ 5¢ t>0

c. h(t)=58(t)+3e~!, y(t)=8—38e!, t>0

d. h(t) =36(t) + e 'sin2t + e~ cos 2t = 38(t) + v/2e ' sin (2t + F)
y(t) =3+ te ' (3+sin2t —3cos2t), ¢>0

24 Efter Laplacetransformation fas

sX =AX + BU

Y=CX+DU
Los ut X:
(sI—A)X =BU
X =(sI—A)'BU
Detta ger

Y = C(sI — A)"'BU + DU = (C(sz —A)!B+ D)U

2.5 a. Polerna ges av s? + 4s + 3 = 0, vilket ger s = —1 och s = —3. Syste-
met saknar nollstallen. Eftersom bada polerna har negativ realdel ar
systemet stabilt.

b. Den statiska forstéarkningen ar G(0) = 1.

c. Vid ett stegsvar ar insignalen u(t) ett steg, vilket har Laplacetrans-
formen U(s) = 1. Utsignalen blir

1 1

Y()=GEUG) = 5407355

Slutvardet kan berdknas med slutviardesteoremet

1 1 1

li t) =limsY(s) =lims———~- = =

tggoy( ) s00° () sl—I>%Ss2—+—4s—I—3s 3
Slutvardesteoremet kan endast anvidndas om vi vet att slutviardet
existerar (d.v.s. att y(¢) inte gar mot oadndligheten). Eftersom vi visat
att systemet ar stabilt vet vi att slutvardet existerar. Begynnelsevardet
kan berdknas med begynnelsevirdesteoremet

lim y(¢) = lim sY (s) = 1 1

m =limsY(s)=lims————- =
t1—>0y sioo sl>oo g2 +4s+3s
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Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

d. Vid ett impulssvar dr Laplacetransformen for insignalen U(s) = 1.

2.6 a.

Utsignalen blir
1

s24+4s5+3
Vi anviander slut- och begynnelsevirdesteoremen

Y(s) =

. . . 1
Jim y(8) = lms¥(s) = lims 5 s =0

. . . 1
lim y(2) = lim Y (s) = lim 55— — 5 =

Systemets stegsvar ges av

11
24435+ 3s

Y(s)

enligt tidigare uppgift. Derivatan av en signal far vi i Laplacedoménen

genom att multiplicera med s. Vi kan kalla derivatan av stegsvaret
for z(¢) och far da

1

Z6)=sY) = Zias s

Vi ser att derivatan av stegsvaret ar detsamma som impulssvaret och
fran foregdende deluppgift géiller da

limz(t) =0

t—0

Polerna ges av s +0.6s+0.25 = 0, vilket ger s = —0.3+0.4i. Systemet
saknar nollstallen.

. Den statiska forstarkningen ar G(0) = 1.

Insignalen (ett steg) har Laplacetransformen U(s) = % Utsignalen
blir

0.25
Y(s) =G(s)U(s) = s(s2 + 0.6s + 0.25)

Eftersom detta uttryck har komplexa poler skriver vi det forst som

w2

" s(s2 + 2(ws + w?)

Y(s)

dar w = 0.5 och ¢ = 0.6. Vi anvander sedan invers Laplacetransform
(transform nr 28) och far

y(t) = 1 —1.25e7 %3 5in(0.4¢ + 0.9273)

Stegsvaret visas nedan.
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Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

2.9

2.8 a.

2.9 a.

68

Step Response

1.2F

0.8F

0.6

Amplitude

0.4}F

0.2f

0 5 10 15 20
Time (sec)

Laplacetransformation av differentialekvationen mj+cy+ky = f ger
(ms®*+cs+ k)Y =F
och overforingsfunktionen ar

1
msZ4+cs+k

Polerna ar s = —c¢/2m + i\/k/m — c?/4m?. En andring av k& medfor
att polerna flyttas i imaginér led. En dndring av ¢ paverkar bade real-
och imaginardelarna.

G(s) =

Polerna kan inte hamna i hoger halvplan eftersom ¢ > 0 och m > 0
av fysikaliska skal.

1
LCs?2+ RCs+1

1 A |2n°
G(s) = T=2",/22
(s) Ts+1 al\ g

For att vara asymptotiskt stabilt maste alla egenvarden till system-
matrisen A ligga strikt i VHP. Dvs Re(4;) < 0 for V i.

Egenvardena till A ges av den karakteristiska ekvationen

G(s) =

det(Al — A) =0

som i detta fall har tva losningar, Ay = —i och Ay = i. Eftersom
egenviardena ej ligger strikt i VHP ar systemet ej asymptotiskt stabilt.

Om alla egenvarden till A ligger strikt i VHP har vi sékert stabilitet.
Om nagot egenvirde ligger strikt i HHP har vi garanterad instabilitet.
Om daremot nagot egenvirde ligger pa imaginéra axeln kan systemet
vara stabilt eller instabilt.

I detta exemplet finns det inga egenvéarden i HHP. Dessutom ar samt-

liga egenviarden pa imaginira axeln enkla. Det betyder att systemet
ar stabilt.



Lésningar till kapitel 2. Dynamiska system

2.10 Den karakteristiska ekvationen ar

2.11

2.12

$34+22+385+7=0

Overforingsfunktionen ar stabil om samtliga koefficienter ar positiva,
vilket de ar, samt om koefficienten framfor s> multiplicerad med ko-
efficienten framfor s! 4r storre an koefficienten framfor s°. Eftersom
2 -3 < 7 ar overforingsfunktionen inte stabil.

Forsta och andra ordningens system &r stabila om och endast om
koefficienterna i 6verforingsfunktionens nadmnarpolynom &r positiva.
Alla overforingsfunktioner utom Gs ar stabila. Alla stegsvar utom E
svarar mot stabila system. Darfor ar Gg = E.

Alla overforingsfunktioner utom Gg, G4 och G7 har statiska forstark-
ningen G;(0) = 1, vilket innebéar att stegsvarens slutvérde ar ett. Gy
har statiska forstarkningen G7(0) = 2/3 vilket innebar att G; = C.

Stegsvaret D har en derivata som &r skild fran 0 vid t = 0. Undersok-
ning av begynnelsederivatan for overforingsdunktionerna ger att sa
endast ar fallet for G; och G5. G1 har en tidskonstant pa 10s, medan
G5 har en tidskonstant pa 1s. Darfor ar Gs = D.

Nu aterstar tva stegsvar, A och B, vilka svarar mot andra ordningens
system med komplexa poler och statisk forstarkning ett. De Gverfo-
ringsfunktioner som uppfyller dessa krav dar Go och Gg. Den relativa
dampning ¢ ar mindre i Gg 4n i Gg, vilket innebar att Go = A och
Gg = B.

Systemet har poler —1/4 £ i och ett nollstille —1. Overforings-
funktionen ar alltsa
s+1 s+1

G(s)=K A .
®) (s+31)2+1 s2+is+1

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvarde blir:
y(0) = lim G(s) =0
y(0) = SELnOOsG(s) =K+#0
Jim () = G(0) = K #0

Stegsvaret ar svingande med perioden T = 25t/1 ~ 6. Detta maste
vara stegsvar D.

Systemet har poler —1 och —2 och ett nollstille 1. Overforings-

funktionen ar
s—1

(s+1)(s+2)
Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutviarde blir:
¥(0) = lirll G(s)=0
¥(0) = liIJP sG(s) =K #0

G(s) =K

K
Jim y(t) = G(0) = —— #0
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2.13

70

Vi ser att begynnelsederivatan och slutvardet har olika tecken. Detta
stdmmer in pa stegsvar F.

Systemet har poler —1/4 +i och ett nollstille i origo. Overforings-
funktionen ar

S ~ K S
(s+12+1 2+ls+1

G(s) =K

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvarde blir:

y(0) = lim G(s) =0
y(0) = sginoosG(s) =K#0
JAm y(t) = G(0) =0

Stegsvaret ar svingande med perioden T' = 27t/1 ~ 6. Detta ar stegs-
var G.

Systemet har poler —1 och —2 och ett nollstille —3. Overforings-

funktionen ar
s+3

(s+1D(s+2)

Begynnelsevirde, begynnelsederivata och slutvarde blir:

G(s) =K

y(0) = lim G(s) =0

s—+00
y(0) = slgrnoosG(s) =K#0

) 3K
tEerooy(t) =G(0) = - 70

Begynnelsederivatan och slutviardet har samma tecken. Det enda ic-
kesviangande stegsvaret som stimmer in pa detta ar C.

For impulssvar géller att u(¢) = &(¢) (Diracspik). D& har vi

U(s) =1
Y (s) = G(s)U(s) = G(s)

Begynnelsevérde:

1irréy(t) = lim sY (s) = lim sG(s)
Slutvarde:

tlim y(t) = lir%sY(s) = linésG(s)

Alla overforingsfunktionerna har stabila poler, darmed kan vi anvan-
da slut- och begynnelsevardesteoremen.
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hmt—>oo Yy ( t)

G1(s)
Ga(s)
Gs(s)
Ga(s)
Gs(s)
Ge(s)

<
oclo|o|o|w| D
N
mlmlo|lolo|o

Bada impulssvaren i figuren har begynnelseviarde 0 och slutvérde 0.
De méste ddrmed motsvara Gs(s) och G4(s). Polerna for Gs(s) ligger
i s = —1, polerna for G4(s) ligger i s = —3.

G4(s) ar darfor ett snabbare system, vilket motsvarar impulssvaret

for sockerdricka. G3(s) ar langsammare, och motsvarar impulssvaret
for fullkornspasta.

. Normalt dter man en viss midngd mat pa en relativt kort tid och later

sedan bli att 4ta under en langre period. Man kan ddrmed modellera
matintaget som en impuls, ndgot som sker momentant jamfort med
tiden det tar for kroppen att ta upp néringen i maten.

Ett stegsvar i matintag hade motsvarat att man at kontinuerligt un-
der en langre tid, naringstillférsel med dropp kan beskrivas med ett
stegsvar.

Y =Gi1(U + GgY)
Y(1—GiGs) = GiU

Y = Gg(HlU + G1U + HQY)
Y(l — Gsz) = (GzHl + GzGl)U
GoH: + G2Gy

Y=—""—"—"7"U
1—-GoHy

Infor hjalpvariablen Z som utsignalen fran G.

Z = Gl(U + G3(Z + GQZ))
Z(1 = G1Gs — G1GsGs) = G1U
G1
7 =
1—G1Gs — G1G3Gy v
- oGy U
 1—G1Gs — G1G3G9

Y
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Y = Go(—H2Y + G1(U — H1Y))
Y(l + GoHs + GzGlHl) = GoG1U
y = GoGq
14+ GoHs + GoG1H;

2.15a. Fran blockschemat far vi ekvationerna

Y(s) = Gp(s)(U(s) + D(s))
U(s) = Gr(s)E(s)
E(s)=R(s)—Y(s)

Lés ut Y (s)

Gp(s)

_ Gp (S)GR (s)
Y (s) 1+ Gp(s)Gr(s)

14 GP(S)GR(S)

R(s) +

D(s)

Systemet har tva insignaler, R(s) och D(s). Overforingsfunktionen
fran R(s) till Y(s) ar

_ Gp(s)Gr(s)
Gyrls) = 17 Gr(s)Gr(s)

b. Overforingsfunktionen fran D(s) till Y (s) ar

B Gp(s)
@d6) = TG 5GR ()
c. Los nu istéllet ut E(s)
__ -
E6) = 156606260 T T 15 6r(5)Gris) 2

Overforingsfunktionen fran R(s) till E(s) blir da

1
Gorls) = 15 Gr(5)Gr )

d. Los nu ut U(s)

GR(S)
14+ Gp(s)Gr(s

GP(S)GR(S)
1+ Gp(s)Gr(s

U(s) = )R(s) — )D(s)

Overforingsfunktionen fran D(s) till U(s) blir

Gp(s)Gr(s)
1+ GP(S)GR(S)

Gua(s) = —
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2.16a. Partialbraksuppdela:

s2+6s+7 s+1 -1
= +

G(s) = = 1=
() s24+5s+6 s2+5s+6+ s+2 s+3

+1

Har ar en viss frihet att vilja koefficienterna i B- och C—matriserna,
men produkten b;c; ar konstant. Satt t.ex. by = by = 1. Vi kan da
direkt skriva upp systemet pa diagonalform:

dx -2 0 + 1
at Lo -3)" 1)
y=(—1 2]x +[1]u
b. Skriv forst om systemet som

bos + b1 s+1
G(s):2— T 21 Fer@a
s+ ais+ asg s“+5s+6

Den styrbara kanoniska formen kan direkt avlasas ur overforings-
funktionen:
dx —5 —6 1
— = X+ u
dt 1 0 0
y = [ 11 ] x4+ [ 1 ] u
c. Den observerbara kanoniska formen erhéalles p4 samma satt:
dx -5 1 1
- = x4+ u
dt —6 0 1

y = [1 0]x+ [1]u
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3.1 a. Utsignalen ges av

3.2

74

y(t) = |G(30)| sin(3t + argG(3i)) -

dar
) 0.01v1 + 100w?
G(iw)| = 4 _
V1+ w?V/140.01lw
och

arg G(iw) = arctan 10w — arctan w — arctan 0.1w

For w = 3 fas |G(iw)| = 0.0909 och arg G(iw) = —0.003 vilket ger

y(£) = 0.0909 sin(3¢ — 0.003)

. Avldsning i diagrammet ger |G(3i)| ~ 0.09 och arg G(3i) ~ 0. Vi far

y(¢) = 0.09 sin 3¢

. Lufttemperaturen kommer att paverka vattentemperaturen mycket

snabbare i den lilla tradgardspoolen an i havet. Snabbare paverkan
innebar att forstarkningen ar hogre for hoga frekvenser. Darfor mot-
svarar den heldragna linjen systemet tradgérdspoolen - Gy(s), och den
streckade linjen havsvattnet - G1(s).

. Tidsenheten i Bodediagrammet ar timmar. Vi rdknar darfor om peri-

odtiden till timmar
1lar=2365-24 h =8760 h

Vinkelfrekvensen for sviangningen blir da

27t 27t
_= _ = =7.1 4 .
=T = 3760 rad/h=T7-10"" rad/h

Vi laser av den streckade amplitudkurvan vid denna frekvens och far
|G(iw)| ~ 0.5

Det innebéar att sviangningen i utsignalen (vattentemperaturen) har
halva amplituden hos svingningen i insignalen (lufttemperaturen)
vid denna frekvens. Skillnaden mellan max- och mintemperatur i
luften ar ATy,r; = 19°C—(—5°C ) = 24°C. Skillnaden mellan max-
och mintemperatur i vattnet blir da AT, 446 = 0.5 - 24° C = 12°C.
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Vinkelfrekvensen for sviangningen blir nu

27Tt 27
=7 =9 rad/h = 0.26 rad /h.
Vi laser av den heldragna faskurvan vid denna frekvens och far

arg(G(iw)) ~ —30°.
Det betyder att toppen for utsignalen kommer 3360(;0 ~ 0.08 period
= 0.08-24 h = 1.92 h senare an toppen for insignalen. Poolen é&r
alltsa som varmast ungefar kl. 15.00.

Utsignalen ges av

y(t) = |G(iw)| sin(wt +arg G(ia)))

dar
10 10
G(w)] (iw)? + 0.5iw + 1‘ V(1 — w?)2 + (0.5w)?
och
arg G(iw) = arg 10 = —arg((1 — w?) + 0.5wi)
(iw)?+0.5iw + 1 '
0.5w
— arctan 1 o? w<l1
= —/2, w=1
0.5w
—arctan —— — 7, w>1
1— w?

Utsignalerna blir

10.4sin (0.2¢ — 5.9°), 20.0sin (¢ — 90.0°), 0.011sin (30f — 179.0°)

. For w = 0.2 avlaser man |G(iw)| ~ 10 och arg G(iw) ~ —5°. For w = 1

avldser man |G(iw)| ~ 20 och arg G(iw) ~ —90°. For w = 30 avldser
man |G(iw)| ~ 0.01 och arg G(iw) ~ —180°. Utsignalerna blir ungefér

10sin (0.2t —5°), 20sin (¢t —90°), 0.01sin (30t — 180°)

Vi anvander foljande generella arbetsgang for att rita Bodediagram:

¢ Dela upp systemets overfoéringsfunktion i delfaktorer.
o Bestam lagfrekvensasymptoten (sma s)

e Bestam brytfrekvenserna (d.v.s. beloppet av systemets poler och
nollstallen).

o Rita forstarkningskurvans asymptoter fran laga till hoga fre-
kvenser med hjalp av foljande tumregler:
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— En pol minskar forstarkningskurvans lutning med 1 vid
brytfrekvensen.

- Ett nollstélle okar forstarkningskurvans lutning med 1 vid
brytfrekvensen.

e Rita faskurvan fran laga till hoga frekvenser med hjalp av fol-
jande tumregler:

— En (stabil) pol minskar faskurvan med 90°. Vid brytfrekven-
sen har fasen minskat 45°.

— Ett (stabilt) nollstélle 6kar faskurvan med 90°. Vid brytfre-
kvensen har fasen okat 45°.

e Rita de riktiga forstiarknings- och faskurvorna med hjalp av
asymptoterna och typkurvorna i formelsamlingen.

a. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1

Gls) =3 1+s/10

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 3
Brytfrekvens: w = 10 rad/s (pol)

Forstarkningskurvan borjar med lutningen 0 och vardet 3. Vid w =
10 rad/s minskar lutningen med 1 p.g.a. polen och slutar med lutning-
en —1.

Faskurvan boérjar pa 0°. Vid w = 10 rad/s minskar fasen med 90°
p.g.a. polen och slutar pa —90°.

Asymptoterna och det fardiga diagrammet visas i figur 3.1.

10" .

Forstarkning
[
o
o
T

Frekvens [rad/s]

_3
1+s/10

Figur 3.1 Bodediagrammet for G(s) =
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b. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1 1

G(s) =10- .
(s) 1+10s 1+s

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 10

Brytfrekvenser: w = 0.1 rad/s (pol), w = 1 rad/s (pol)
Forstarkningskurvan borjar med lutningen 0 och virdet 10. Vid w =
0.1 rad/s minskar lutningen med 1 p.g.a. polen till —1, och vid w =
1 rad/s minskar lutningen med ytterligare 1 p.g.a. polen och slutar
med lutningen —2.

Faskurvan borjar pa 0°. Vid w = 0.1 rad/s minskar fasen med 90°
p.g.a. polen och vid w = 1 rad/s minskar fasen med ytterligare 90°
p.g.a. polen och slutar pa —180°.

Asymptoterna och det fardiga diagrammet visas i figur 3.2.

T T
101 iy S 3
()] = = .
£ 0 ]~
g 100 il : i
E] &
‘Q N
£ 10" 1
10° -2 ‘—1 ‘o 1
10 10 10 10
0
-45
@
g -90

-135

-180
10

Frekvens [rad/s]

Figur 3.2 Bodediagrammet for G(s) = W‘;(HS)

c. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1

G(s)=e 5
(s) =e 1+s

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ 1
Brytfrekvenser: w = 1 rad/s (pol)

Tidsfordrojningen (e~%) paverkar inte forstarkningskurvan, som borjar
med lutningen 0 och virdet 1. Vid w = 1 rad/s minskar lutningen med
1 p.g.a. polen och slutar med lutningen —1.

Faskurvan ar svarare att skissa. En losning ar att rita asymptoterna
for systemet utan tidsférdrojning och sedan addera faskurvan for e=*
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fran formelsamlingen eller genom att beridkna nagra punkter. Vi ser i
alla fall att faskurvan boérjar pa 0° och att fasen sedan minskar bade
p.g.a. polen (vid w = 1 rad/s) och tidsfordrgjningen. Tidsfordrojningen
gor att faskurvan gar mot —oo for stora w.

Det fardiga diagrammet visas i figur 3.3.

0w —_— S .
(@) ~
c ~
£ .
2 <3
:9 >
7 N
He) N
L
107 i
10" 10° 10"
O -
_90 .
4
& -180 .

-270

-360 Lt h ; R R R R ; ; ; KRR R
10° 10° 10
Frekvens [rad/s]

—s

Figur 3.3 Bodediagrammet for G(s) = ¢

1+s
d. Overforingsfunktionen kan skrivas som

G(s)=i~(1+s)-1+i/10

1
Lagfrekvensasymptot: G(s) ~ —
s
Brytfrekvenser: w = 1 rad/s (nollstalle), w = 10 rad/s (pol)

Forstarkningskurvan borjar med lutningen —1. Vid w = 1 rad/s 6kar
lutningen med 1 p.g.a. nollstéllet till 0, och vid w = 10 rad/s minskar
lutningen med 1 p.g.a. polen och slutar med lutningen —1.

Faskurvan bérjar pa —90°. Vid w = 1 rad/s 6kar fasen med 90° p.g.a.
nollstéallet och vid w = 10 rad/s minskar fasen med 90° p.g.a. polen
och slutar pa —90°.

Det fardiga diagrammet visas i figur 3.4.
e. Overforingsfunktionen kan skrivas som

1
1+2((s/2) + (s/2)?

G(s)=2-§-(1+5s)-

dar ¢ =0.2.

Lagfrekvensasymptot: G(s) ~

@ | DN
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10 T T
(o)) B S
c ~ .
g RN
:(3100, O _.HA_.\\ . 4
2] N
0 =
S «
10_1 i i
10™ 10° 10" 107
0 S S S S .
_30 L ,
(%2}
©
L
_60 - .
_90 7777777777777777777 —
1 1
10" 10° 10! 10°

Frekvens [rad/s]

Figur 3.4 Bodediagrammet for G(s) = 1t

s(14s/10)

Brytfrekvenser: w = 0.2 rad/s (nollstélle), w = 2 rad/s (komplexkon-
jugerat polpar)

Forstarkningskurvan borjar med lutningen —1. Vid w = 0.2 rad/s 6kar
lutningen med 1 p.g.a. nollstéllet till 0, och vid w = 2 rad/s minskar
lutningen med 2 p.g.a. polparet och slutar med lutningen —2.

Faskurvan boérjar pa —90°. Vid w = 0.2 rad/s okar fasen med 90°
p.g.a. nollstillet och vid w = 2 rad/s minskar fasen med 180° p.g.a.
polparet och slutar pa —180°.

Det komplexkonjugerade polparets laga dampning ({ = 0.2) gor att
forstarkningskurvan far en resonanstopp vid w = 2 rad/s samt att
faskurvan minskar snabbt vid denna frekvens, se typkurvorna i for-
melsamlingen. Det fardiga diagrammet visas i figur 3.5.

Nyquistkurvan bérjar i punkten 3 (den statiska forstarkningen) for
w = 0. Bade forstirkningen och fasen avtar monotont, vilket gor att
kurvan kommer att vridas medurs samtidigt som avstandet till origo
minskar. For stora w gar beloppet mot 0 och fasen mot —90°. Kurvan
kommer déarfor enbart befinna sig i den fjarde kvadranten och nirma
sig origo ldngs den negativa imaginidra axeln d4 w — oo. Genom
att vilja ut ytterligare ett par frekvenser (t.ex. w = 1, 10, 100 rad/s)
och rita in dessa punkter kan man sedan skissa Nyquistkurvan. Den
fardiga kurvan visas i figur 3.6.

. Nyquistkurvan bérjar i punkten 10 (den statiska forstarkningen) for

w = 0. Bade forstarkningen och fasen avtar monotont, vilket gor
att kurvan kommer att vridas medurs samtidigt som avstandet till
origo minskar. For stora w gar beloppet mot 0 och fasen mot —180°.
Kurvan kommer darfor att befinna sig i forst den fjarde och sedan
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80

Forstarkning

-135

-180

10° 10° 10 10"
Frekvens [rad/s]

Figur 3.5 Bodediagrammet for G(s) = 2(1+5s)

1+0.25+0.25s2)

0.5 ]

-1.51 1

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35
Re

3

Figur 3.6 Nyquistdiagrammet for G(s) = T/

den tredje kvadranten och nidrma sig origo ldngs den negativa reella
axeln d4 w — co. Skdrningen med negativa imaginira axeln kan ritas
in genom att ldsa av beloppet da fasen dr —90°. Genom att véalja ut
ytterligare ett par frekvenser (t.ex. w = 0.1, 1 rad/s) och rita in dessa
punkter kan man sedan skissa Nyquistkurvan. Den fardiga kurvan
visas i figur 3.7.

. Nyquistkurvan boérjar i punkten 1 (den statiska forstarkningen) for

w = 0. Bade forstarkningen och fasen avtar monotont, vilket gor att
kurvan kommer att vridas medurs samtidigt som avstandet till origo
minskar. For stora w gar beloppet mot 0 och fasen mot —co. Kurvan
kommer darfor rotera ett odndligt antal ganger samtidigt som den
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Figur 8.7 Nyquistdiagrammet for G(s) = m

narmar sig origo. De forsta skdrningarna med axlarna kan ritas in
genom att avldsa beloppet da fasen ar —90°, —180°, —270° och —360°.
Den fardiga kurvan visas i figur 3.8.

0.5f 1

Im

Re

s
1+s

Figur 3.8 Nyquistdiagrammet for G(s) =

3.6  Lat den sokta overforingsfunktionen vara G(s). Forstarkningskurvan
bérjar med lutningen —1 vilket betyder att det finns en faktor %
(en integrator) i systemet. Vi ser att det finns tva brytfrekvenser,
w1 = 1 rad/s samt we = 100 rad/s. Forstarkningskurvan bryter uppat
en gang vid w1 samt nedat en gang vid we. Saledes innehaller taljaren
faktorn 1+ s och ndmnaren faktorn 1 + s/100. Dessutom innehaller
G(s) en konstant forstarkningsfaktor K. Vi har alltsa

_ K(1+5s)
G) = S+ 5/100)
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3.7

82

For att bestamma K utvarderar vi amplitudkurvans lagfrekvens-
asymptot vid t.ex. w = 0.01 vilket ger

|G(0.01i)| = A =1 = K=0.01

En kontroll visar att faskurvan stammer 6verens med detta system.

Lat den sokta Gverforingsfunktionen vara G(s). Beloppskurvan har
tva brytfrekvenser, w; = 2 rad/s samt wg = 100 rad/s. Beloppskurvan
bryter nedat en respektive tre ganger vid dessa. Saledes innehaller
namnaren i G(s) faktorerna (1+3) och (1 + ﬁ)? Lagfrekvensasymp-
toten har lutningen +1. Darmed innehéller G(s) en faktor s i taljaren.
Dessutom innehéller G(s) en konstant forstarkningsfaktor K. Vi har
alltsa

_ Ks

(14 3)(1+ %)

Faktorn K beridknas genom att man bestiammer en punkt pa lagfre-
kvensasymptoten Grr(s) = Ks, till exempel

G(s)

|Grr(iw)| = Kw=1
for w = 0.5 rad/s. Detta ger
K=2

En kontroll visar att faskurvan stammer overens med detta system.



Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade
system

4.1

a. Laplacetransformering av differentialekvationen ger
sY (s) +0.01Y (s) = 0.01U(s)
Overforingsfunktionen Gp(s) ges av

0.01

Y(s) = ="
(5) = Gr()U(s) = - "5 67U 6s)
b. Slutna systemets éverforingsfunktion ar
0.01_ g
G(s) = Gp(s)Gr(s) _  svo01 _ 0.01K
1+Gp(s)Gr(s) 1+ 207K s+0.01+0.01K

c. Det onskade och det faktiska karakteristiska polynomet ar lika om
alla koefficienter i polynomen ar lika. Identifiering av koefficienter ger

0.1=001+001K - K=9

4.2  Eftersom r(t) = 0 blir reglerfelet e(¢) = —y(¢).

Gp(s)

Y(s) =Gp(s)(F(s) —Gr(s)Y(s)) & Y(s)= 1+GR(S)GP(S)F(S)
Om f(t) &r ett enhetssteg blir F(s) = 1.
a. Sok e(c0) da G = K.
1 1 1

o) = Y () = s s =

Funktionen sY (s) har samtliga poler i vinstra halvplanet da para-
metrarna m, d och K &r positiva.

b. Samma uppgift med Ggr(s) = K; + Kz/s. Da géller

1 1 li s 0
= —lim =
s—0 ms3 + ds2 + K1s + Ko

e(c0) = —lims —
(c) 50 (ms2+ds+ Ky + £2) s

S

under forutsattning av stabilitet. Stabilitet géiller om m > 0, d > 0
och K1 > 7 Ko > 0. Regel: Om stérningen ar ett steg sa skall man

ha minst en integrator fore den punkt i blockschemat dar stérningen
kommer in, for att det stationéra felet skall bli noll.
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4.3

a. For slutna systemet géller, da R = 0, att
U(s) = K(0—Y(s)) = —K(Gp(s)U(s) + N(s))

varur man erhaller

—K
Ue) = i xerm ™M@ wn
Y (s) = Gp(s)U(s) + N(s) = HKIGP(S)N(S)

b. Insittning av Gp(s) = SJ%l i ekv. (4.1) ger sambanden

Y(s) =Gp(s)U(s) + N(s) = s—i—sl—l_-l—lKN(s) =: Gyn(s)N(s)

Stationéart galler att

y(t) = A|Gy,(iw)]| sin(wt + arg Gy, (iw))
R /1 2
=A tw sin (wt + arctan w — arctan w )
(K + 1)+ w? K+1

u(t) = —Ky(t)

V1 + w?

=—KA sin (wt + arctan w — arctan

VIE+ D +o?

c. Med A =1 och K =1 blir amplituderna for svingningarna i u och y
1+ w?
A, = —
“ \/ 4 + w?
1+ w?
A, =—
YTV 4+ ?

For w = 0.1 rad/s blir amplituderna

w
K+1

A, ~ 05
A, ~ 0.5

medan w = 10 ger

Q

A, ~ 1
A~ 1

Q

y

4.4  Med Gp(s) = 1/(Js?) far vi

E(s) = bre(s) — 0(s) =
= ref(s) - GP(S)(M(S) + KGR(S)E(S)) =

1 Gp(s)

PO = 1 kG 0160 ") T 11 KCr (6)Ga)

M(s)
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Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade system

Antag stegandringar i stormoment M° och referensvirde Bfef. Vi an-
satter Gr(s) = Q(s)/P(s). Detta ger

1
_ 1 . r?ef _ ﬁ . M°
E(S) - LK Q(S) s K Q(S) s
Js2P(s) Js2P(s)
s2J P(s) . ref _ P(s) M°

s2JP(s) + KQ(s) s s2JP(s) + KQ(s) s
Det stationéra felet blir
eoo = tlim e(t) = linésE(s)

PO) o _ PO

=9 o0 T Q)

dar vi forutsatt att @Q(0) # 0 samt att férutsédttningarna for slutvér-
desteoremet ar uppfyllda. Vi ser att P(0) = 0 ger e, = 0. Ett villkor
for att en stegdndring i stormoment ej skall ge nagot bestdende vin-
kelfel blir alltsi att regulatorn Gg(s) skall ha minst en pol i origo
(P(0) =0).

Insignalen till termoelementet &ar badets temperatur u(¢), vilket ger
=t = Uls)=
u(t) = s)=—
52

Utsignalen y(t) ar temperaturgivarens utslag. Da géller

1 1

Y(s) = G(s)U(s) = 15T &2

For felet e(¢) = u(t) — y(¢) galler

1 1 ST 1
E(s)zu(s)_Y(s)zﬁ[l_ 1+3T] T 1+4sT 2

Stationdra virdet av felet fAs mha slutvardesteoremet:

(c0) = limsE(s) = li ST 1 _p_ 19
eoo_sl_r%s S_sl—r>%1+sT.S‘2_ o
Termoelementet visar alltsa i stationéart tillstand 10°C for lite, dvs
badets verkliga temperatur ar 102.6°C + 10°C = 112.6°C.

Observera att felet som i detta fall kan ha ett konstant griansvarde
trots att bade u(¢) och y(t) saknar gransvarde da ¢ — oo. Det ar
skillnaden mellan u och y som blir konstant efter lang tid.

Eftersom lutningen ar —2 vid laga frekvenser innehaller 6verforings-
funktionen en dubbelintegrator. Vid brytfrekvensen wy; = 1 dndras

85



Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade system

lutningen fran —2 till 0, vilket innebéar att det finns ett dubbelt noll-
stalle vid denna frekvens. Vid wpg = 5 dndras lutningen fran 0 till —1,
vilket innebér att det finns en pol vid denna frekvens. Overforings-
funktionen for det 6ppna systemet blir darfor

dar Ty = 1/wp1 =1 och Ty = 1/wpe = 0.2.
Lagfrekvensasymptoten ar

K
GLF(S) = o)
s
dar konstanten K ges av
K
Grr(iw)| = —
Grriw)l = —5
Ur Bodediagrammet kan man avlisa att |Grr(iw)| = 1 dad w = 1.

Detta ger att K = 1.
Det slutna systemet har overforingsfunktionen

_ Gy(s)
G6) = 156,

Utsignalen &r Y (s) = G(s)R(s) och felet E(s) blir

s?(1+ 0.2s)

1
Bls) =R =Y ) = 1776, %0 = st 02 + 119

R(s)

a.
R(s) = 2 5 eoo = lim e(t) = limsE(s) =
S t—00 s—0
_ as?(1+ 0.2s)
= lim =
s—0 s2(1 4 0.2s) + (1 + s)2
Systemet kan alltsa folja insignalen r(¢) = a utan stationart fel.
b. b
R(s) = 2 = ew = tlirgo e(t) = lg%sE(s) =
, bs(1 + 0.2s) -
= lim =
s—0 82(1 + 028) + (1 + 8)2
Systemet kan &ven folja insignalen r(¢) = bt utan stationéart fel.
c.

2c . . _
R(s)= 5 = ew=lime(t)=limsE(s) =

. 2¢(1 4 0.2s)
= lim
s—0 82(1 4 0.2s) + (1 + s)?

=2c#0

Insignalen r(t) = ct? ger ett stationirt fel.
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d. Eftersom det slutna systemet ar linjart och tidsinvariant galler super-

positionsprincipen. Insignalen &r summan av insignalerna i uppgift a
och b, varfor det stationéra felet blir summan av felen i dessa fall. Vi
far alltsa det stationéra felet e, =0+ 0 = 0.

. Insignalen r(¢) = sin(¢) ger

1 .
R(s) = 14 s2 = il_l’)l(l)SE(s) =
2(14+0.2
— lim s%(1+ 0.2s)

S (1029 + (145D (A+s7)

men med insignalen r(t) = sin(¢) far vi sedan initialtransienterna
avklingat en utsignal y(¢) = y, sin(¢ + ¢), dar

Yo = |G(@)|; ¢ =arg G(i)

Felet e(t) = r(t) — y(¢t) blir ddrmed ocksi en sinussvingning, och
gransvardet

lim e(?)

t—o00
existerar ej. Detta visar att slutvirdesteoremet ej kan anvindas okri-
tiskt, utan endast far anvindas i de fall da ett gransvarde verkligen

existerar. Kravet ar att alla poler hos sE(s) méste ha negativ realdel.
(Faktorn s + 1 i ndmnaren ger tva poler pa imaginira axeln).

. Kéanslighetsfunktionen ges av

1 _ 1 _ s2+3s2+3s+1
1+ Gp(s)Gr(s) 1+

S(s) =

(Si-?)g C $34+3s2+3s+75

. Vid w = 0 ar |S(iw)| = 1/7.5. Lagfrekventa laststorningar dampas

alltsd med en faktor 7.5.

. Kanslighetsfunktionen har storsta vardet |S(iw)| ~ 10 vid w =~

1.6 rad/s.

. Den 6vre kurvan ar den komplementéra kénslighetsfunktionen och

den nedre ar kéanslighetsfunktionen. Den komplementara kanslighets-
funktionen &r 6verforingsfunktionen fran referensvérde r till utsignal
y, och dar vill man normalt att forstarkningen ska vara 1 vid laga
frekvenser sa att lim; o y(¢) = r(¢).

. Storningar vid olika frekvenser forstarks enligt vad som visas i amp-

litudkurvan for kanslighetsfunktionen. Stérningar under 0.2 rad/s
reduceras alltsa, storningar mellan 0.2 och 2 rad/s forstarks, och stor-
ningar darover passerar rakt igenom. Varst forstarkning, 2, fas vid
frekvensen 0.55 rad/s.
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4.9

88

10.

c. Den komplementéra kanslighetsfunktionen, vilket motsvarar slutna

systemets overforingsfunktion fran r till y, ligger nara 1 upp till ca
0.7 rad/s.

. Den maximala beloppet av kdnslighetsfunktionen ar lika med inver-

sen av det minsta avstandet mellan Nyquistkurvan och punkten —1.
Det minsta avstandet ar saledes 1/2 = 0.5. Avstandet till —1 da
Nyquistkurvan skar den negativa reella axeln méaste da ocksa vara
minst 0.5. Detta innebar i sin tur att amplitudmarginalen ar minst 2.

Det slutna systemet har oéverforingsfunktionen

G, K
Gls) = 1+G, s2+2s+K

Det slutna systemets poler ges av den karaktaristiska ekvationen

s=—-1+v1—-K

s +25+K=0 =
D& K = 0 erhéalles rotterna s;2 = 0, —2, dvs det 6ppna systemets
poler. Det slutna systemet G(s) har en dubbelrot i s = —1 d&4 K =1,
och dd K — oo blir rotterna

s1,2 =—1=%1ioc0

Rotorten, dvs rotterna till den karaktéaristiska ekvationen da K vari-
erar visas i figur 4.1 .

XXXXX XXX X X

XX XXX XXXXXX

Figur 4.1 Rotort for systemet i problem 4.9.



Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade system

4.10 Kretsoverforingen hos systemet ar

_ K(s+10)(s+11)  __Q(s)
Gl = 610612 P

Det slutna systemet blir

_ Go(s) _  KQ(s)
Gls) = 1+G,(s) P(s) + KQ(s)

Karakteristisk ekvation:
P(s)+ KQ(s) =0 <

s(s+1)(s+2)+ K(s+10)(s+11) =0 <&
s°+ (8+ K)s® + (2+21K)s + 110K =0

a. Villkor for stabilitet ar att alla koefficienter i karaktaristiska polyno-
met
s + (3 + K)s? + (2 + 21K)s + 110K

ar positiva, samt att
83+ K)(2+21K) > 110K

Olikheten ger

15 2
K2—7K+§>O

Denna ar uppfylld for K > 2 samt K < 1/7. Det slutna systemet ar
alltsa stabilt for

1
0<K< -
< <,7

samt da
K >2

b. Sok rotorten for den karakteristiska ekvationen, P(s) + KQ(s) = 0:
s(s+1)(s+2)+ K(s+10)(s+11) =0 (4.2)

Satt n = gradtalet hos P(s) och m = gradtalet hos Q(s). Rotorten har
max(n, m) = 3 grenar.

Startpunkter:

P(s)=0 = s=0,—1,-2
Andpunkter:

Q(s)=0 = s=-10—-11
Den tredje grenen kommer att g4 mot odandligheten.

Till hoger om varje punkt pa reella axeln som ingar i rotorten skall
finnas ett udda antal nollstéllen till P(s) och @(s). De punkter x som
uppfyller detta ar

xr<—=11 —-10<x<-2 —-1<x<0
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4.11

Rotorten har |n — m| = 1 asymptot. Eftersom intervallet x < —11 pa
reella axeln tillhor rotorten ar negativa reella axeln asymptot.

Skarningspunkter med imaginéra axeln erhalles genom att sétta s =
iw i ekvation (4) ovan, vilket ger

—(8+ K)w? + 110K + i(—w® 4+ (2 + 21K)w) =0
Denna ekvation har lésningen w = K = 0 samt

—(3+ K)w* + 110K =0
w?—(2+21K) =0

vilket ger K =1/7, w=+V5eller K =2, w =444,

Vi vet fran uppgift a ovan att det slutna systemet ar instabilt da
1/7 < K < 2. For dessa viarden pa K ligger alltsi rotorten i hogra
halvplanet. Rotortens utseende framgar av Figur 4.2.

20.
X X%

. XXXXX XXt

x

x
10. x
5 x
0.0
-5. x
10. x

x

>
15. x

X ><><><><><><><><><

-20. . . . . . . . .
-40. -35. -30. -25. -20. -15. -10. -5. 0.0 5. 10.

Figur 4.2 Rotort for systemet i problem 4.10.

a. Systemets kretsoverforing ar

90

K

Gls) = 5T D612

Det slutna systemet har overforingsfunktionen

_ G()(S) . K
Gals) = 1+Go(s) s(s+1)(s+2)+K

Systemet dr asymptotiskt stabilt om samtliga nollstéllen till det ka-
rakteristiska polynomet

s(s+1)(s+2)+K=s3+3s+2s+ K



Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade system

har negativ realdel. Det har de om alla koefficienter 4r positiva och
om
3-2>K

Systemet ar alltsa asymptotiskt stabilt om 0 < K < 6.

b. Nu vill vi studera hur stationéra felet beror av K nar referensen vixer
linjart med tiden. Reglerfelets Laplacetransform ges av

Go 1 _ s(s+1)(s+2)
1 +G0)R(s) 1+ GOR(S) Cs(s+1)(s+2)+ K

E(s) = R(s)=Y(s) = (1—- R(s)

Med r(t) = 0.1¢, d.v.s. R(s) = 0.1/s2, far vi

0.1(s+1)(s+2)
s(s+1)(s+2)+ K)

E(s)=8(

Om 0 < K < 6 sa har sE(s) alla poler i vanstra halvplanet enligt
a-uppgiften och vi kan anvinda slutvardesteoremet:

(00) = lim 0.1(s+1)(s+2) _ 02
A T S s+ (s +2) + K) K

For att fa ett stationart fel mindre &n 5 mV for den givna referensen,
kravs det att K > 40. For sa stora varden pa K ar systemet emellertid
inte stabilt. Specifikationen ar allts4 omdjlig att uppfylla.

4.12 Enligt Nyquist-teoremet ar det aterkopplade systemet &r stabilt precis
for de K > 0 sadana att

a. K<2
b. K <1/15=2/3
c. K<1/1.5=2/3
d. K<1/(2/3)=15
4.13 Nyquistkurvan skér negativa reella axeln da arg(Go(iw)) = —s, d.v.s.

da
—3arctan(w) = —r

Detta ar uppfyllt da
w = tang =3

Skarningspunkten ges av

Goiv3)] =

Det betyder att systemet ar stabilt for K < 8.
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4.14

4.15

4.16

92

Systemet ar stabilt for

1
0<K<£ & 0<K<0.29

samt

1
I<K<— <& 1<K<2
0.5

Problemet 16ses enklast med hjalp av Nyquistkriteriet. Processens
overforingfunktion ar

—9s

Grs) = 72002

Processens fasvridning ar
arg Gp(iw) = —9w — 2 arctan(20w)

Vi vill ta reda pa vid vilken frekvens fasvridningen ar —180°. Detta
far vi genom att l6sa ekvationen

—9w — 2arctan(20w) = —r

Denna ekvation gar inte att 16sa analytiskt. Daremot kan man lésa
den numeriskt pa olika satt. Losningen ar

wo ~ 0.1

Nasta steg ar att bestaimma processens forstarkning vid denna fre-

kvens.
1

1+ 40002

Detta ger oss forstarkningsmarginalen

|G iwo)| = 0.2

A,=-—=5
0.2

Forstarkningen K = 5 ar alltsd den hogsta forstarkning som kan
tillatas.

Kretsoverforingsfunktionen ar

10(1+4) . 5(1+2s)

Go(s) = Gp(s)Gr(s) = e*" - (1+10s) °  s(1+10s)

Skéarfrekvensen berdknar vi genom att undersoka vid vilken frekvens
kretsoverforingsfunktionen har beloppet ett.

. 5y/1+ 4w?
|Go(iwe)| = = =1
wey/1 + 100w?




4.17

4.18

4.19

Lésningar till kapitel 4. Aterkopplade system

Ekvationen kan losas numeriskt eller analytiskt.
25(1 4 4w?) = w?(1 + 100w?)
wh—0.990w% —0.25 =0
w? ~ 1.199
we ~ 1.1 rad/min
Vid denna frekvens ar
arg Go(iw.) = arctan 2w, — arctan 10w, — 90° — w.L
Villkoret pa fasmarginalen, ¢, > 10°, ger
@m = 180° + arg Go(iw,)
= 180° + arctan 2w, — arctan 10w, — 90° — w.L
~ T70° — w.L > 10°
Detta ger foljande grans for dodtiden L:
60
< —- T = 1min
w. 180

Transportfordrojningen far alltsd maximalt vara 1 minut.

Ratt. A, = 1/|KGp(iwo)| dar wy ar frekvensen da Nyquistkurvan
skér negativa reella axeln.

. Ratt. ¢, =1+ argGp(iw) da |Gp(iw)| = 1.

. Fel. D4 K minskas kommer varje punkt pa Nyquistkurvan att flyttas

mot origo. Harav foljer att fasmarginalen 6kar da K minskar.

Ratt. Systemet ar stabilt for K = 1, och Gp(s) har samtliga poler i
vanster halvplan. Det forenklade Nyquistkriteriet kan da anvéandas.
For K = 2 ligger punkten -1 till hoger om Nyquistkurvan da denna
genomlopes i for 6kande w, och det slutna systemet ar da instabilt.

Detta ar definitionen pa amplitudmaginalen. Ur diagrammet ser man
att nar fasen ar —180° sa ar forstdrkningen ungefar 0.4. Detta ger en
amplitudmarginal pa ungefar 1/0.4 = 2.5.

Detta ar definitionen pa fasmarginalen. Ur diagrammet ser man att
néar amplituden ar 1 sa ar fasen ungefar —140°. Detta ger en fasmar-
ginal pa ungefar 180° — 140° = 40°.

Skarfrekvensen avléses till w, = 0.07 och fasmarginalen till ¢,, = 40°.
Dodtidsmarginalen blir

Pm _ 40° - ﬁ
We 0.07

L, = =10
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Losningar till kapitel
5. Tillstandsaterkoppling och
Kalmanfiltrering

5.1 a. Styrbarhetsmatris:

w,= (B 4B) = [ﬁ 1_ﬁ]

1 -2
vilket ger det Wy = —f8 — 1, dvs styrbarhet for alla g # —1.

b. Observerbarhetsmatris:

= (ea) = o 2,)

vars determinant alltid a4r 0, dvs systemet &r inte observerbart for
nagot varde pa y.

5.2 Styrbarhetsmatrisen ges av

W, = (B AB] - [_42 _48]

De styrbara tillstdnden bestdms av kollonnerna till W och kan skrivas
a(2, —1)7, dar « &r en skalar.

o= [06:4] - [—11 —11]

Vi ser att W, ar singular (det W, = 0). Tillstandet x ar icke observer-
bart om och endast om

5.3

W,x =0

Vi far att x ar ett icke observerbart tillstdnd om och endast om x; +
x9 = 0. De icke observerbara tillstdnden ges av

()

xr=«

-1

dar « ar ett tal # 0.

54 Styrbarhetsmatrisen

1 -1
w,= (B 4B) = [ ]

0 0

ar singular, varfor systemet ej ar styrbart. Vi kan dock gora en mera
detaljerad undersokning: Systemet kan skrivas:

d

% =—x1+u, x1(0) =1
d

% = —2x2, x2(0) =
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Av detta framgar att x3(t) = x2(0)e 2 = e~2! oberoende av vilken
styrsignal u som anvidnds. Daremot kan x; styras med u till vilket
varde som helst. Detta innebar att xo — 0 da ¢ — co. De punkter
(x1, x2) som kan passeras vid nagot ¢ < oo utgors av remsan 0 < xg <

3
1 (se figur 5.1). Pa andlig tid kan alltsa endast punkterna [ 0.5 ] och

Figur 5.1 Uppnaeliga tillstand i uppgift 5.4.

( 10 .
0.1 uppnas.

5.5 Systemet ar styrbart ty kolonnerna i styrbarhetsmatrisen

W, = (B AB] — [; _47]

ar linjart oberoende.

5.6 a. Kolonnerna i stybarhetsmatrisen

W, = (B AB] = [5 _10]

0 0

ar linjart beroende, sa systemet &r ej styrbart. De tillstdnd som kan
nas pa andlig tid fran origo bestdms av kolonnerna i W;. De styrbara
tillstanden &r x = konst - (1 0)T.

b. G(s) =C(sI — A)"'B+ D =5/(s + 2).

c¢. Minimal tillstandsbeskrivning av G(s):

x=—2x+5u
y=x
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5.7 a. Sant. Eftersom systemet &r styrbart kan man placera det slutna sy-
stemets poler godtyckligt genom linjar aterkoppling fran samtliga till-
standsvariabler.

b. Falskt. En linjar tillstandsaterkoppling paverkar inte det slutna sy-
stemets nollstallen.

c. Sant om systemet ar observerbart.

d. Sant om systemet S ar observerbart.

5.8 Det slutna systemet blir

%= (A—BL)x+ Bl,r
y=Cx

Den karakteristiska ekvationen blir

det(s] — A+ BL) =5+ (3+11+2l2)s +2(1+11 +12) =0
Vi vill ha (s +4)® = s2 + 8s + 16 = 0. Identifiering av koefficienter
gerli =9, [9 = —2.Det slutna systemet har 6verforingsfunktionen
G(s) = C(sI — A+ BL)™!BI,. Stationira forstarkningen G(0) = 1 om

_ l

G(0) =C(—A+ BL)'BI, = 4 =1
vilket ger [, = 4.

5.9 a. Det slutna systemets karakteristiska polynom ges av

s+0.54+3l; 3l

det(sI — (A— BL)) = 4

=%+ (0.5 + 3l1)s + 3l

Det onskade karakteristiska polynomet &r
(s+4+4i)(s+4—4i) =s> +8s + 32

Identifiering av koefficienter ger

L= [5/2 32/3] - (2.5 10.7]

Det slutna systemet har Gverféringsfunktionen G,,(s) = C(sI — A +
BL)7!BI,. Den stationira forstarkningen ar 1 om

3
Gy (0) =C(—A+BL)'Bl, = 3l =1

vilket ger [, = 32/3.
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b. Enligt tumregeln ska observerarpolerna viljas 1.5-2 ggr snabbare dn

5.10

tillstandsaterkopplingen. Vilj t.ex. att placera Kalmanfiltrets poler pa
dubbla avstandet fran origo, vilket leder till féljande karaktaristiska
polynom:

(s + 8+ 8i)(s + 8 — 8i) = s® + 165 + 128

Kalmanfiltrets karaktaristiska polynom ges av

8+0.5 kl

det(sI —(A—KCQC)) = 1 st hy

=524+ (0.54 kg)s+0.5ky + k1

Identifiering av koefficienter ger

[ 120.25 ]
K =
15.5

Fran blockschemat ser vi att
1
X1 =-KU
s
1
Xo=Ky-X;
s
1
X3 =-Xo
s
vilket ger
.’)231 = Klu
.’)232 = K2x1
9233 = X2
Yy = X3
Pa matrisform far vi da
0O 0 O K,
x=| Ky 0 O] x+ 0 |u
0 1 0 0

. Styrlagen ges av

u=I1,—Lx

Slutna systemet blir
% =Ax+ B(l,r — Lx) = (A— BL)x + Bl,r

Polerna till det slutna systemet ges av egenvardena till A — BL dvs
rotterna till slutna systemets karakteristiska ekvation:
s+ Kil1 Kils Kils
det(sI — (A — BL)) = det —Ky s 0
0 -1 s
=%+ Kil15®> + K1Kslos + K1 Kals = 0
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Alla polerna i —0.5 innebar att den karakteristiska ekvationen skall
se ut som

(s +0.5)> = s + 155> 4 0.755 + 0.125 = 0

Man far direkt foéljande 16sning:

1.5
llzf1
Iy = 0.75
K 1K,
s = 0.125
K1 K,
5.11 Det utvidgade systemet blir
a ™) (a oy ™ B 0
di x2 | = _C O] x2 +[O]u+[1]r=
X3 X3
0 10 X1 0 0
= 0 0 O x|+ |11|lu+]0]|r=A.x.+ Beu+ B,r
-1 0 0 X3 0 1

Vi ska finna L, = (ll Lo l3) sa att

det(sI — (A, — B.L,)) = (s + @)(s* + 2Cws + w?)
Inséattning av A., B, och L, i uttrycket ovan ger
s% +198% +11s — I3 = 8% + (a + 2¢w)s® + (w* + 2¢wa)s + aw®
Identifiering av koefficienter ger nu
1= w? + 2w

ly=a+ 2w

l3 = —le(,z)2

T
5.2 Skattningsfelet & uppfyller # = (A — KC)#. dér K = [k1 ks ] :
Den kar. ekv. for skattningsfelet blir

det(s] —(A—KC))=s>+ (4+ ka)s+ k1 +2k2+3=0
Onskad kar. ekv. ar
(s+4)?=5>+8+16=0

Identifiering av koefficienter ger k1 = 5, ko = 4.
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5.13a. Slutna systemets karakteristiska ekvation ges av

S+4+l1 3+12

det(sI— (A—BL)) = _1

=s2+(4+11)s+3+13=0

Onskade karaktaristiska ekvationen ar
(s+4)?=5>+8+16=0
vilket ger ;1 = 4 och [ = 13. Styrlagen blir

u = —l1x1 — l2x2 = —4x1 — 13DC2

. Tillstdnden skall skattas med ett Kalmanfilter, dvs

% =A%+ Bu+ K(y — C%)
For % galler
dx
— =(A-KQC)x
71 = ( E:
Bestam K s& att matrisen A — KC far alla egenviarden 4 = —6.

det(AIl — A+ KC) = A% + (4 + k1 + 3k2)A + 3 + 3k1 + 9k
=(A+6) =42 +124+36

Identifiera koefficienterna och 16s ut k1 och kq:

4+ k1 +3ky =12 ki1 +3ky =8
3+ 3k1+9ky =36 k1+3kyg =11

Ekvationssystemet saknar 16sning, se kommentar nedan.

. Tillstdnden skall skattas med ett Kalmanfilter, dar egenviardena till
A — KC skall valjas sa att

A+ (4+k1+3k2)A+3+38k1 +9k2=(A+3) =4>+64+9

Identifiera koefficienterna och 16s ut £ och ks.

44+ k1+3k2=6 k1 + 3kyg =2
3+3k1+9%2=9 k1 +3ky =2

Salunda bara en ekvation kvar, vilket medfor att det finns odndligt

manga losningar, t.ex. k1 =2, kg =0, eller k1 =0, kg = % oSV.

Nackdelen med detta val av observerarpoler ar att skattningen &ar
langsammare &n slutna systemet. Detta paverkar inte systemets re-
aktion pa borvardesindringar, vilken bestdms av det slutna systemets
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poler. Reaktionen pa processstorningar blir emellertid lAngsammare,
beroende pa observerarens troghet.

Kommentar

En kontroll av observerbarheten visar att

C
CA

1 3
-1 -3

=0

detW, = |

dvs systemet ar inte observerbart. Berdkning av 6verforingsfunktio-
nen ger att

s+ 3 1

Gs)=CEI=A) " B= 5 s = o1

Egenviardet i —3 svarar mot ett icke-observerbart tillstand. Systemet
ar daremot styrbart, vilket foljer av att systemet &r realiserat pa
styrbar kanonisk form. Man kan skriva karakteristiska ekvationen
till A — KC som

det(Al — A+ KC) = (A+ 3)(A+ k1 + 3ky + 1)

Det betyder att ett Kalmanfilter maste skatta det icke-observerbara
tillstandet med dess egen hastighet, dvs (minst) ett av egenvirdena
till A — KC maste placeras i —3. Detta forklarar varfér man miss-
lyckas med att berdkna Kalmanfiltret da egenvardena skall placeras
i —6, men lyckas da de placeras i —3. Notera att i fall av denna
typ blir resultatet att det antingen inte existerar nagon l6sning K
till Kalmanfiltret, eller sa finns det odndligt manga. D4 systemet ar
observerbart finns en entydig 16sning K till Kalmanfiltret.
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6.1 a.

6.2 a.

Regulatorns frekvensfunktion ges av

Gr(iw) = K (1 +i(wTq — wlTi))

Forstarkningen och fasvridningen for en viss frekvens w fas direkt ur
regulatorns amplitudfunktion A(w) resp. dess fasfunktion ¢(w):

A(w) = |Gr(iw)| = K\/l + (wTyg — w1T~)2
¢(w) = arg Gg(iw) = arctan(wTyq — wlT)

Amplitudfunktionen A(w) har ett unikt minimum da Im A(iw) = 0

vilket innebar att 1

Wmin = T,

Vid denna frekvens blir forstarkningen resp. fasvridningen

A(wmin) =K
#(wWmin) =0

Lagg marke till att fasvridningen &ar negativ for w < wpi, (fasretar-
dation) och positiv for w > wmnin (fasavancering).

Den streckade amplitudkurvan &r identisk med den nominella foru-
tom att den ar hojd med en faktor 4. Detta ar saledes fallet da K
fyrdubblats. Observera att den streckade faskurvan inte syns i dia-
grammet eftersom den sammanfaller med den heldragna faskurvan.
Den prickade amplitudkurvan avviker fran den nominella (heldrag-
na) kurvan vid laga frekvenser for vilka den ir ldagre. Detta tyder pa
att T; har okats sa att 1agfrekvensforstarkningen har minskats. Lagg
marke till att faskurvan samtidigt har hojts for lagre frekvenser. Den
sista (punkt-streckade) kurvan maste uppenbarligen motsvara det fall
da T, okats vilket stammer eftersom forstarkningen har hojts med en
faktor 4 vid hoga frekvenser. Aven i detta fall kan man se en viss
fasavancering fast for nagot hogre frekvenser.

Det streckade stegsvaret ar snabbare och simre ddmpat &n det nomi-
nella (heldragna) stegsvaret. Detta ar typiskt for en hojning av for-
starkningen K. Motsvarande Bode-diagram visar mycket riktigt ocksa
att skiarfrekvensen w. har 6kat (snabbare) samtidigt som fasmargi-
nalen minskat (sdmre dampat). I det prickade stegsvaret upptrader
en langsam drift, bade i referenssvaret och i lastsvaret. Observera re-
ferenssvarets relativt snabba uppgang till ca 0.8 varefter en langsam
insvangning mot 1 tar vid. Detta maste bero pa att integralverkan har
minskat. Integraltiden 7; har saledes okats i detta fall. Motsvarande
Bode-diagram visar att w. ar viasentligen oférdandrad. Detta motsva-
ras i stegsvaret av att forsta delen har ungefar samma snabbhet som
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6.3
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i det nominella fallet medan det darpa foljande langsamma forlop-
pet motsvaras av den minskade forstarkningen vid laga frekvenser.
Det sista (streck-prickade) stegsvaret svarar tydligen mot en 6kning
av derivatatiden Ty;. Referenssvaret har en snabb uppgang i borjan
med en dirpa foljande langsammare insvingning. Detta motsvaras i
Bode-diagrammet av att forstarkningen 6kat for hoga frekvenser men
ar oforandrad for laga frekvenser. Lastsvaret ar nagot langsammare
och mer ddmpat &n i det nominella fallet.

. Den streckade amplitudkurvan ar séankt med en faktor 2 i forhallande

till den nominella, vilket motsvaras av minskning av K. Den streckade
faskurvan sammanfaller darfér med den nominella (heldragna) fas-
kurvan. Den prickade amplitudkurvan har hojts for laga frekvenser
dvs T; har minskats. Den streck-prickade amplitudkurvan har sénkts
vid hoga frekvenser dvs T; har minskat.

Det streckade stegsvaret dr langsammare och mer ddmpat &n det
nominella. Detta maste tyda pa att K minskats eftersom varken en
minskning av 7; eller en minskning av T skulle ge ett mer dampat
stegsvar. Detta bekraftas mha Bodediagrammen av att det enda fall
da w. minskat dr d4 K minskats. Det dr ocksa enda fallet da fasmar-
ginalen okat. Det tva aterstiende stegsvaren &r bada samre dampade
an det nominella stegsvaret. For att kunna avgora vilket av dessa
stegsvar som svarar mot en minskning av 7T; far vi titta p4 motsva-
rande Bode-diagram (det prickade). Detta visar att skarfrekvensen
w, har okat nagot jamfort med den nominella. Det streck-prickade
Bode-diagrammet visar daremot att minskningen av T inte har dnd-
rat pa w.. Det prickade stegsvaret ar nagot snabbare i borjan 4n vad
det nominella (heldragna) stegsvaret 4r medan det streck-prickade ar
ungefiar lika snabbt i bérjan som det nominella. Detta innebar att
det prickade stegsvaret svarar mot en minskning av 7; medan det
streck-prickade svarar mot minskningen av Ty.

Processens 6verforingsfunktion ges av

. C
~ Js+ D

Gp

Pl-regulatorns 6verforingsfunktion ges av
Gr=K|(1+ 1
R= STL'
Slutna systemets overforingsfunktion G.; ges av

GrGp

Gyg=—"—
o 1+ GgrGp
Det karaktaristiska polynomet ges av ndmnaren till G.; och ar

2, D+CK_ CK
J JT,

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar

s2 + 2Cws + w?
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Identifiering av koefficienter ger

2wd — D

K=2% "7
C

2¢wd — D

T =2 2
w2J

Processens 6verforingsfunktion Gp ges av:

ki

®O=Gpl = ———
P Js2 + Ds

PID-regulatorns overforingsfunktion G ges av:
1
I =GRr(0,f—0)= K(l + T +sTd) (Brer — 0)
i
dar @,.r ar Laplacetransformen av referensvirdet for 6. Slutna syste-

mets overforingsfunktion G ges av

GrGp

® =GO,y =270
f 1+ GrGp

®ref

Det karaktaristiska polynomet ges av ndmnaren till G och ar

D+ Kk; Ty Kk; Kk;
3 i 92 i i
+ 7 s” + 7 s+ JT,

s
Vi vill ha
(s + @)(s? + 2Cws + w?) = s* + (a + 2Cw)s® + 2atw + w?)s + aw?

Identifiering av koefficienter ger ekvationerna

D+ Kk;T,

J
Kk;
7 =2l w + w?
Kki _a 2
Jgr, ~ X

varur man kan beridkna de sokta regulatorparametrarna:

K = %(2a§w+w2)
2 1
Ti — £+i
w o«
a+2(w—D/J
T, =
20w + w?

6.5 a. Regulatorns 6verforingsfunktion ar

1 1 s+1
Gr(s) = K(1+ )= (1+ )=
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Lagfrekvensasymptoten blir

1
Gr(s) ~ g
dvs beloppskurvan édr en rit linje med lutning = -1, och arg G, (iw) =
—90°. Vid brytfrekvensen w, = 1 bryter beloppskurvan uppat till
lutningen 0.
Hogfrekvensasymptoten ar G,(s) ~ 1 med |G,(iw)| = 1, dvs lutningen
= 0, och arg G,(iw) = 0. Motsvarande Bodediagram visas i figur 6.1.

100

Magnitude

Phase

Figur 6.1 Bodediagram for PI-regulator med K =1 och 7; = 1

b. Regulatorns overforingsfunktion &r

Gr(s)=K(1+Tgs) =1+s

Lagfrekvensasymptoten blir G,(s) ~ 1, dvs beloppskurvan &r en rat
linje med beloppet 1 och lutningen = 0, och faskurvan arg G,(iw) = 0°.
Vid brytfrekvensen wp = 1 bryter beloppskurvan uppat till lutningen
+1.

Hoégfrekvensasymptoten ar G,(s) ~ s, dvs beloppskurvan har lutning-
en +1 och faskurvan arg G,(iw) = +90°. Motsvarande Bodediagram
visas i figur 6.2.

Vid Ziegler-Nichols sjalvsvangningsmetod genereras en svingning vid
den frekvens wg dar processens fasvridning ar —180°. Denna frekvens

ges av
—2arctan 20wy — Ywy = —t

Numerisk 16sning ger att wo ~ 0.1 rad/s.

Processens forstarkning vid wg ar

1

—— =0.2
1+ 202w
Den kritiska forstarkningen K, blir
1
K.=—=5
‘0.2
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Magnitude

100.

Phase

-100.

~200. 57 T i 10 Toc

Figur 6.2 Bodediagram for PD-regulator med K =1 och T; =1

och periodtiden ar

9
T, =" —63

Wo

Regulatorparametrarna blir

K = 0.45K, = 2.25
T, =T,/1.2 =53

. Laplacetransform av Martins dynamik ger

1 1
X=——X+—
s 30 +15U

Y=X
och éverforingsfunktionen Y = GpU kan bestammas till

2
T 30s+1

Gp

Processen regleras med en Pl-regulator, U = Gr(R —Y) dar

TiS +1
T;s

1
=K(1+ —)=K
Gr (+Ti8)

I uppgiften ska regulatorparametrarna K och 7; bestammas sa att
det sh}.tna systemets overforingsfunktion ¥ = G, R har sina poler i
—0.1. Overforingsfunktionen fran R till Y ar

Tis+1 2
G = GpGr  _ K s 50071 _ K(T;s+1)2
T 1+GpGr 1+ KB 2. Ts(30s + 1) + K(Tis + 1)2
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vars namnarpolynom har samma roétter som

2 2K+l K
30 T,15

Man vill att dessa rétter ska vara —0.1 det vill sdga de samma som
for
(s +0.1)% = 5% 4+ 0.2s 4 0.01

Det blir dom om koefficienterna for polynomen &ar de samma och fol-

jande giller
2K+1

0.2
30
K
=0.01
T;15

vilket medfor att regulatorparamtrarna blir

K=25
T, =16.7

. Med Ziegler-Nichols frekvensmetod gér man ett experiment diar man

aterkopplar processen med en P-regulator. Sedan 6kar man forstark-
ningen tills systemet borjar sjalvsvanga. Man kan tanka sig att Bode-
diagrammet ar ritat for kretsoverforingsfunktionen nar man anvander
en P-regulator med forstarkningen satt till 1. Nar man okar forstark-
ningen kommer forstarkningskurvan i Bodediagrammet att flyttas
uppat och faskurvan kommer inte att paverkas. Systemet kommer att
sjalvsvanga nar fasmarginalen blivit 0. I figuren ses att detta intraf-
far nar skarfrekvensen dr 0.3rad/s eftersom faskurvan skiar —180°
i denna punkt, det &r med denna vinkelfrekvens systemet kommer
att sjalvsvinga. For denna vinkelfrekvens kan amplituden avlidsas
till 0.2. Det behovs alltsa en forstarkning pa 5 for att systemet ska
sjalvsvanga. Enligt formelsammlingen blir PI-regulatorns parametrar

K = 0.45K,
T, = To/1.2

déar Ky ar forstakningen och T periodtiden hos sjalvsvangingen. Med

Ko=5
27T
Ty = == =20.9
"~ 03

far man regulatorparametrarna K = 2.25 och T; = 17.4.

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod: Med sedvanliga beteckningar erhalles
a = 0.3 och b = 0.8. Regulatorparametrarna blir K = 1.2/a = 4,
T; =2b= 1.6 och Ty = b/2 = 0.4.

Ziegler-Nichols sjalvsviangningsmetod: Nyquistkurvan skar negativa
reella axeln i punkten —1/3 da w = 1, vilket ger T, = 27t/w = 27t och
K. = 3, Regulatorparametrarna blir K = 0.6 K, = 1.8, T; = T,/2 =
3.1och Ty =T,/8=0.8.
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Lambdametoden: Genom att dra tangenten till stegsvaret far man
en uppskattning av dodtiden, L ~ 0.8s. Stegsvaret har natt upp till
63% av sitt slutvarde efter ungefir 2.6s. Tidskonstanten blir darfor
T = 2.6 —0.8 = 1.8s. Statiska forstarkningen blir Kp =1. Med A =T
blir regulatorparametrarna for PI-regulatorn

1 T

——— =~ 0.7

K,L+4
Ti=T=1.SS

For en PID-regulator blir parametrarna

ko LL/2+T _
K, L2+ A
TL
d=L+2T=O.333

6.9 a. Systemets stegsvar visas i figur 6.3. Ur figuren avlaser vi (med sed-

1.5

oO
n
w
~
oL
[}
~N
[es)
©
—
o

time

Figur 6.3 Stegsvar for G(s) = e™*/(s + 1).

vanliga beteckningar) a = b = 1. Detta ger regulatorparametrarna
K=12/a=12,T;=2b=2o0ch Ty =b/2 =0.5.

b. Sjalvsvangningens frekvens bestdms av arg G(iwg) = — arctan wg —
wo = —sr. Numerisk 16sning ger wg ~ 2.03, varfor T' = 27t /wo = 3.1.
Vidare ar Ko = 1/|G(iwo)| = 2.26, vilket ger regulatorparametrarna
K =14,T; =15 och Ty = 0.39.

c. Ur stegsvaret i a-uppgiften far vi processparametrarna Kp =1, L =1
och T = 1. Det ger regulatorparametrarna

X 1 L/2+T
K, L/2+1
T,=T+L/2=15
TL
T, = ~ 0.
4= T o7 ~ 033
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6.10a. Figuren tillater ingen storre noggrannhet. Drag tangenten till stegs-

6.11

6.12

108

varet dar derivatan dr som storst, och studera skiarningarna mellan
tangenten och respektive koordinataxel. Parametern a ges av streckan
mellan 0 och skdrningen med den vertikala axeln, och parametern b
ges av streckan mellan 0 och skdrningen med den horisontella ax-
eln. I vart exempel blir a = 0.65 och b = 4. Ur tabellen fas foljande
regulatorparametrar: K = 1.9, T; = 8 och Ty = 2.

Den kritiska forstarkningen K. ar den forstirkning som gor att
Nyquistkurvan gar genom punkten -1. I vart fall &r K. = 1/0.55 = 1.8.
Kritiska periodtiden T svarar mot frekvensen vid punkten ’o’, d.v.s.
To = 2wr/w = 14.6. Detta ger regulatorparametrarna: K = 1.1,
T, =73 och T; = 1.8.

K ar mindre i den sista metoden &n i Ziegler-Nichols metoder.

Allméant géller att for att w, skall 6ka maste |Gg(iw.)| > 1

A Systemets snabbhet 6kar, men samtidigt forsamras dess robusthet
eftersom fasmarginalen minskar.

B |Gk| < 1 for alla w, varfor skarfrekvensen och snabbheten minskar.
C Enligt B

D |Gk| =1 for alla w, varfor skarfrekvensen blir oférédndrad.

Systemet ar aterkopplat med en proportionell regulator. Genom att
lagga till en kompenseringsliank vill man minska det aterkopplade
systemets rampfel en faktor 10. Samtidigt accepterar man en liten
forsamring av robusthetsegenskaperna (minskad fasmarginal) vilket
innebar en viss forsamring av de transienta egenskaperna.

Rampfelet kan vi paverka genom att inféra en fasretarderande lank,

s+a
sM + a

Gr(s) =M

Under forutsattning att systemet ar stabilt blir rampfelet da

| | s 1 1
fim e(t) = limsE(s) = lims - 1o m e @ 52
(sM+a)(s+1)(s+2) 2

0s(sM+a)(s+1)(s+2) + KM(s+a) KM

Genom att vilja M = 10 (K = 1) reduceras rampfelet till 0.2.

Nu aterstar att valja vardet pa a. Den fasretarderande lanken innebar
en fasforlust i kretsoéverforingen. Fasforlusten ar kraftigast omkring
frekvensen w = a/ VM. For att det aterkopplade systemets transienta
egenskaper inte skall forsdmras alltfor mycket, maste a viljas sa
att fasen omkring skirfrekvensen inte paverkas. Detta kan uppnas
genom att valja a tillrackligt litet. Valjs daremot a alltfor litet tar
det lang tid for rampfelet att minska till vardet 0.2. Lat w. beteckna
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det okompenserade systemets skarfrekvens. Vid denna frekvens ger
kompenseringsléanken fasbidraget

_ w
arg Gy, (iw.) = arctan — — arctan
a

En enkel tumregel ar att valja a = 0.1w,. I vart exempel innebéar det
att kompenseringsldnken ger en fasvridning pa

arg G (iw.) = arctan 10 — arctan 100 ~ —5.1°

Skarfrekvensen kan beridknas numeriskt enligt

1
Gpliw:)| = =1

vilket ger w, ~ 0.4.
Kompenseringsldnken blir da

s+0.04  s+0.04
10s + 0.04 ~ s+ 0.004

Gr(s) =10

Magnitude

. .
1073 1072 107t 10° 10
w [rad/s]

Phase

Figur 6.4 Bode-diagram for det 6ppna okompenserade systemet (heldragen linje)
och for det 6ppna kompenserade systemet (streck-prickad linje) i problem 6.12. I bada
fallen ar K = 1.

I figur 6.4 visas Bode-diagrammet for dels det 6ppna okompensera-
de systemet KGp(s) och dels for det 6ppna kompenserade systemet
KGr(s)Gp(s).

Kompenseringslanken fordandrar systemets transienta egenskaper. 1
figur 6.5 ser vi hur stegsvarets 6versliang 6kat jamfort med det okom-
penserade systemet. Aven losningstiden har okat, delvis beroende pa
den langsamma mod som ingar i kompenseringslanken.
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Figur 6.5 Stegsvar hos det slutna okompenserade systemet (heldragen linje) och
det kompenserade (streckad linje) systemet i problem 6.12.

Motivet for att infora kompenseringsldnken var att minska rampfelet.
I figur 6.6 visas felet e = r — y hos det okompenserade och det kom-
penserade systemet da referensvirdet r = ¢. Som framgar av figuren
uppfyller det kompenserade systemet kravet att rampfelet skall vara
mindre an 0.2.

3

Figur 6.6 Rampfel hos det slutna okompenserade systemet (heldragen linje) och det
kompenserade (streckad linje) systemet i problem 6.12.

6.13 Anviand en fasavancerande kompenseringslank

s+b
Gi(s) = KN =5

Det okompenserade systemets skarfrekvens w. kan avlasas ur Bode-
diagrammet i figur 6.7. Man kan &ven bestimma w, ur ekvationen
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Magnitude
!

.01

e
5
o
a
N
&,

-50.

Phase

€
R
o
Q.
N
2,

Figur 6.7 Bode-diagram for det 6ppna okompenserade systemet (heldragen linje)
och for det 6ppna kompenserade systemet (streck-prickad linje) i problem 6.13.

1.1
Gp(iwe)| = —F—==1
wey/wi +1

Detta ger w, = 0.84. Den nya skarfrekvensen viljs till w; = 1.68. Det
okompenserade systemet har vid frekvensen w,. fasforskjutingen

argGp(iw.) = —90° — arctan(0.84) = —130°
For att fasmarginalen ej skall minska maste det gélla att
arg(Gr(iw;)Gp(iw;)) > arg Gp(iw.)

Vi har
argGp(iw:) = —90° — arctan(1.68) = —149°

For kompenseringslanken maste det da gélla att
arg Gy, (iw;) > 19°

Ur formelsamlingen finner vi att N = 2 duger. Kompenseringslanken
har maximal fasforskjutning vid frekvensen b/ N. Detta skall intraffa
vid den nya skérfrekvensen, dvs

*
wC

VN
Vilj nu K sé att w} verkligen blir skarfrekvens (observera att |G (iw})| =

KV/N):

wi=bV/N = b= =12

|Gr(iw;)Gp(iw})|=1 = K=21
Vi far alltsa kompenseringslanken

s+ 1.2
G =4.2
e (s) s+ 24
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I figur 6.7 visas Bodediagrammet for det 6ppna okompenserade sy-
stemet Gp(s) och for det 6ppna kompenserade systemet Gr(s)Gp(s).
Figur 6.8 visar stegsvaret hos det okompenserade och det kompen-
serade systemet.

1.5

0.5

Figur 6.8 Stegsvar hos det slutna okompenserade (heldragen linje) och det kom-
penserade (streckad linje) systemet i problem 6.13.

6.14 Vi ska bestimma en fasavancerande lank

112

s+b
s+ bN
Specifikationerna innebér att lagfrekvensforstiarkningen inte far mins-

ka (ty da okar de stationéra felen), skarfrekvensen skall bli 3 ganger
hogre och fasmarginalen skall vara oférandrad.

Gu(s) = Kx - N

Det kompenserade systemet har kretséverforingen

s+b 1
s+bN s(s+1)(s+2)

Bodediagrammet for G; visas i figur 6.9. Ur detta, eller fran nu-
meriska berdkningar, erhalles w. = 0.45 rad/s och fasmarginalen
¢m = 53°. Den nya skarfrekvensen skall da vara w; = 3 - w, = 1.35
rad/s med ofordndrad fasmarginal. Numeriska beridkningar ger att
arg G1(iw}) ~ —180°. Darfor méaste faskurvan hijas ungefar 50° av
Gr.

Ur diagram i formelsamlingen erhalles att N = 8 ger en maximal fas-
okning pa ca 50°. Fastkningen &r maximal vid frekvensen bv/ N = wy,
vilket ger b = 0.48. Vid den nya skarfrekvensen w; skall forstark-
ningen vara 1, dvs

Go(s) = Gr(s)G1(s) = Kg - N

|Gr(iwe)] - [Gr(iw,) =1

Kompenseringslankens belopp ges av |G (iw])| = Kx Vv N. Numeriska
berdkningar ger processens belopp |G1(iw})| = 0.183. Detta ger

1

Kg=—— =19
K= /N -0.183
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Magnitude

Phase

’300.. T
w [rad/s]

Figur 6.9 Bodediagram for okompenserat system G; (heldragen linje) och kompen-

serat system GG, (streck-prickad linje) i problem 6.14.

Stegsvaret for det okompenserade respektive kompenserade systemet
visas i figur 6.10, och rampsvaret visas i figur 6.11. Eftersom Kxg > 1

1.5

05 |

15

Figur 6.10 Stegsvar for slutet okompenserat (heldragen kurva) och kompenserat

system (streckad kurva) i problem 6.14.
blir de stationidra felen mindre &n tidigare, s dessa specifikationer

ar uppfyllda.
Bodediagrammet for G,(s) (jfr figur 6.12) ger ¢,, = 20°, w. = 0.7
rad/s. Oférandrad snabbhet innebéar att skirfrekvensen ej skall dnd-
ras av kompenseringen. Vi behover alltsa ett fastillskott pa Ap = 30°
vid w = w, = 0.7 rad/s. Anvand en fasavancerande kompensering:

s+b
— 2Ty
Gr(s) KNS bN

6.15
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Lésningar till kapitel 6. Designmetoder

Figur 6.11 Rampsvar for slutet okompenserat system (heldragen kurva) respektive
kompenserat system (streckad kurva) i problem 6.14.
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3
10

Magnitude

w [rad/s]

Phase

o [rad/s]

Figur 6.12 Bodediagram for G,(s) i problem 6.15.

1. Typkurvor i formelsamlingen ger N = 3.
2.0VN=w. = b=73=040

1
3. |Gr(iw)Go(iw.)| = KvVN =1 ger K = TN = 0.58

Kompenseringslanken blir alltsa

s+ 0.4

=0.58 -
Gis) 58 33 + 1.2

Eftersom det slutna systemet ar stabilt ges det stationara felet av

1 R(s) = s(s +0.5)(s + 3)(s + bN) (s)
1+ GG, ~ s(s+0.5)(s+3)(s +bN) +2KN(s + b)

E(s) =



Lésningar till kapitel 6. Designmetoder

Med R(s) = 1/s? blir det stationira rampfelet

1.5
limsE(s) = — = 1.3
limsE(s) = g
vilket uppfyller specifikationen. Figur 6.13 visar stegsvaret hos sy-
stemet fore och efter kompensering. Rampfelet visas i figur 6.14. Att
rampfelet blir storre efter kompensering beror pa att K < 1.

PARU)

Figur 6.13 Stegsvar hos det slutna okompenserade (heldragen linje) och kompen-
serade systemet (streckad linje) i problem 6.15.

o ramp error e(t)

Figur 6.14 Rampfel hos det slutna okompenserade (heldragen linje) och kompense-
rade systemet (streckad linje) i problem 6.15.

6.16

Vi vet att fasretarderande kompensering dimensionerad enligt tum-
reglerna kommer att minska fasmarginalen med ungefar 6°, vilket ger
en viss forsamring av robustheten. For att inte fa for stor 6verslang hos
det kompenserade systemet borjar vi med att minska forstarkningen
hos processen for att pa sa satt 6ka fasmarginalen.

Ur Bodediagrammet for processen (jfr figur 6.15) utldser vi att vid
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Magnitude
Y

o

-3 . . P . . P
10 .01 .1 1

Phase

Figur 6.15 Bodediagram for det 6ppna okompenserade systemet (heldragen linje)
och for det 6ppna kompenserade systemet (streck-prickad linje) i problem 6.16.

skarfrekvensen w, = 0.7 har GG; en fasvridning pa —133°. Vid frekven-
sen w,; = 0.6 ar fasvridningen —133°+6° = —127° och forstarkningen
Ga(w?)| = 1.2.

Genom att minska kretsforstarkningen 1.2 ganger far vi alltsd en
ny skarfrekvens w; och 6° storre fasmarginal. Eftersom vi inte kan
paverka forstarkningen i processen direkt, viljer vi att satta K =
1/1.2 = 0.83 i kompensatorn vilket ger samma verkan.
Huvudproblemet ar att minska stationdra rampfelet till e; < 0.1.
Slutvardesteoremet ger

1
1+ Gir(s)Gi(s)
2
—lims L (s+a/M)s(s* +2s + 2) _ 2 <01
s—>0 s2(s+a/M)s(s2 +2s+2) + 1L.5K(s+ a) 1.5KM

e(o0) = li_r)%sU(s)

vilket ger M > 16. Vialj M = 16. Enligt tumregeln viljer vi a =
0.1w; = 0.06. Den valda kompenseringen blir alltsa

s+ 0.06

Gi(s) = 083 00375

Figur 6.16 visar stegsvaret fore och efter kompensering. Rampfelet
hos det slutna omkompenserade och kompenserade systemet visas i
figur 6.17.

Kommentar:

Eftersom vi har minskat kretsforstarkningen far vi en minskad skér-
frekvens och darmed ett nagot langsammare system. I Fig. 6.16 lagger
man speciellt marke till den langsamma mod som upptrader vid in-
svangningen. Denna beror pa den langsamma polen i regulatorn i
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Figur 6.16 Stegsvar for det slutna okompenserade (heldragen linje) respektive kom-
penserade systemet (streckad linje) i problem 6.16.

3

Figur 6.17 Rampfel for det slutna okompenserade (heldragen linje) och kompense-
rade (streckad linje) systemet i problem 6.16.

kombination med den laga forstarkningen. Stigtiden och och damp-
ningen ar emellertid i stort sett ofériandrade. Ett alternativ till att
minska kretsforstiarkningen for att klara fasmarginalen ar att infora
en fasavancerande kompensering.
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Losningar till kapitel
7. Regulatorstrukturer

7.1 Storningen d har uppenbarligen ingen inverkan om

1

Gi(s)H(s)+1=0 < H(s)=—m

For att vara en praktiskt anvindbar styrlag kriaver detta att stor-
ningen kan maétas, att modellen G1(s) av virmepannan och elementet
beskriver verkligheten bra, och att den inversa 6verforingsfunktionen
1/G1(s) ar praktiskt realiserbar. Detta innebér att H(s) ej far in-
nehalla ndgon derivering av signalen d, d.v.s. att taljarpolynomets
gradtal inte far vara hogre d&n namnarpolynomets.

Realiseringen av H(s) kan aven vara problematisk om Gj(s) inte
ar stabilt inverterbar (dvs att inversen ar instabil, vilket 4r samma
sak som nollstallen i hoger halvplan). Vidare kan vi inte invertera
processer med lagpasskaraktar mer an vid laga frekvenser, och tids-
fordrojningar kan vi ju naturligtvis inte invertera.

7.2 Ett blockschema for systemet visas i figur 7.1. Massbalans for tanken

framkoppling

P-reg ventil tank h

h
ref v y
ﬁ OOt
(1]
L

Figur 7.1 Blockschema for nivareglersystem i problem 7.2.

ger

dh
AE = x(t) —v(¢)

Laplacetransformation ger (A = 1 m?):
1
H(s) = _(X(s) = V(s))
Tankens overforingsfunktion ar alltsa
1
G = -
r(s) = |

a. Det slutna systemets overforingsfunktion fran h,.r till A blir

GrGvK K
1+GrGyK  0582+s+ K

G(s) =
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Lésningar till kapitel 7. Regulatorstrukturer

Karakteristiska polynomet blir:
s +2s + 2K
Det 6nskade karakteristiska polynomet &r:
(s + w)? = 5% + 2ws + w?

Identifiering av koefficienter ger

w=1
1

K=—-
2

Overforingsfunktionen mellan v(t) och A(t) ges av

Gr 1+ 0.5s
" V(s) = —
T+GrvE ' ®) = saross 1K)

H(s) =

Om v(t) ar ett steg med storleken 0.1 blir V(s) = 0.1/s. Slutvardeste-
oremet ger
0.1

K

Gransvardet existerar och slutviardesteoremet far anvindas eftersom

namnarpolynomet i sH(s) dr av andra ordningen och har positiva
koefficienter.

h(c0) = li_r}r(l)sH(s) =

. En Pl-regulator har éverforingsfunktionen
Gr(s) = K(1+ i)
R N S Ti

Det slutna systemets overforingsfunktion blir

G(S) _ GrGvGpg _ K(l + STi)
14+ GrGyGr  s(1+0.5s)sT; + K(1+sTy)

Karakteristiska polynomet blir:

2K
s3 +2s% + 2Ks +
T;

Det 6nskade karakteristiska polynomet ar:
(s + w)? = s* + 3ws® + 3w?s + w?

Identifiering av koefficienter ger

g
Il

= =
Il Il
N[O wibh WIN

e
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Lésningar till kapitel 7. Regulatorstrukturer

c¢. Sambandet mellan storflédet v och nivan h ges av

H(S) _ GT(GvGF — 1)
1+ GrGyGr

V(s)
For att eliminera inverkan av v skall vi alltsa vilja
1
Gr(s) = =— =1+4+0.5s
Gv
Notera att detta dr den ideala framkopplingen, men att den inte gar
att realisera. Antingen far man stryka derivatatermen eller sa far man

infora ett lagpassfilter sa att hogfrekvensforstarkningen begransas.

7.3 Det slutna systemet har 6verforingsfunktionen

(GR+Kf)Gp _ (K+Kf)S+K/Ti
1+GpGr 2+ (3+K)s+ K/T;

a. Det slutna systemets karakteristiska ekvation ar
s+ B+ K)s+K/T; =0
Onskad karakteristisk ekvation:
(s+2—2i)(s+2+2)=5>+4s+8=0
Identifiering av koefficienter ger K = 1 och T; = 1/8.

b. Framkopplingen Ky piverkar det slutna systemets nollstélle men ej
dess poler. Man kan placera polerna mha regulatorn Gr sa att god
reglering av stérningar erhélles, jfr uppgift a ovan. Med Ky kan man
sedan flytta nollstéllet sa att t.ex. stegsvaret vid borvardesandringar
far onskad 6versldng. Nollstéllet hos det slutna systemet elimineras
genom att vilja Ky = —K. Med polplaceringen i uppgift a, som mot-
svarar en relativ ddmpning ¢ = 1/ V2 &~ 0.7, far det slutna systemet
d4 en oversldng pa c:a 5%.

74 Blockschemat i uppgift 7.3 kan ritas om enligt figur 7.2. Genom att

K

Y, H o G |

L

Figur 7.2 Modifierat blockschema for uppgift 7.3.

jamfora med blockschemat i uppgift 7.3 ser vi att Hyy = H + Ky
och Hy, = H. Observera att genom att manipulera med Ky sa har
vi mojlighet att neutralisera derivering i H, dvs att astadkomma en
reglering som deriverar pa utsignalen, men inte pa referensvéirdet.
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7.5

7.6 a.

Lésningar till kapitel 7. Regulatorstrukturer

Systemet har tre insignaler: Referensvérdet y, och de tva stéorningarna
v1 och ve. Overforingsfunktionerna mellan dessa tre insignaler och
utsignalen y ges av:

GngGRlGRz G1G2
Y = Y, %
1+ GG+ G1GoGriGra " T 1+ GiGr1 + G1G2GriGra T
(1 + GlGRl)Gz

* 1+ G1Gg1 + G1G2Gr1Grs

Lat oss kalla de tre éverforingsfunktionerna G, G,1 respektive Gys.
Det bésta vore om Gy, = 1 och G,1 = G2 = 0 for alla frekvenser. Det
kan vi inte uppna. Daremot kan vi se till att detta galler stationart,
d.v.s. ndr s = 0. For en P-regulator giller att Gg(0) = K, dar K ar
regulatorns forstarkning. For en PI-regulator giller att Gr(0) = co.
Overforingsfunktionen G, blir 1 om Ggg ar en Pl-regulator. Over-
foringsfunktionen G,; blir 0 om nagon av regulatorerna ar en PI-
regulator. Overforingsfunktionen Go blir daremot 0 endast om Ggs
ar en Pl-regulator.

Om vi skall garantera att reglerfelet dr O stationdrt maéaste alltsa re-
gulatorn G gy innehalla en integraldel. Regulatorn Gr kan da valjas
som en P-regulator. (Vill vi daremot att den interna signalen y; skall
overensstimma med sitt borviardet maste d&ven denna regulator ha en
integraldel).

Slutna systemets 6verforingsfunktion ges av

KlGl(S) _ 2K1
1+ K1G1(S) o s+2+4+2K;

Ginre (3) =

For att systemet skall bli 5ggr sa snabbt maste slutna systemets pol
hamna i s = —10 vilket ger K; = 4.

. Approximationen Gipre(s) ~ Ginre(0) = 0.8 ger

Gro(s)Ga(s)Ginre(0) _ (Kas + 77)0.8

Gytire(s) = h
ttre(s) = 7 + Gr2(s)G2(5)Ginre(0) 2 + 0.8Kys + 0.8%2

Det 6nskade polynomet ar
(s+1)2=s>+25+1

Detta ger K9 = 2.5 och T; = 2.

Kommentar:

En allmén regel vid kaskadreglering &r att géra den inre loopen 5-10
ggr si snabb som den yttre for att kunna separera regulatorberak-

ningarna for de bada looparna. Det egentliga slutna systemet (utan
approximation) blir

10(2s + 1)
G =
yitre(5) s3 4+ 10s2 + 20s + 10
vilket har poler ungefar i —7.516, —1.702 och —0.7815 dar den lang-
samma polen (s = —0.7815) kommer att visentligen bestdmma snabb-
heten.
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7.7 a. Da angflodet forutsattes konstant kan vi satta F = 0, varvid domen

beskrives av
1073
Y(s) = ——M(s)
s
Eftersom regulatorn ar av P-typ s& ar M(s) = K(Y, —Y), dar Y,
betecknar domnivans referensvirde. Detta ger
K
Y(s) = ———=Y,
() = Ky 105 )

Eftersom systemet ar linjiart och vi har aterkoppling med -1, sa ger
en stegstorning i nivan upphov till samma transienta forlopp i nivan
som en stegstorning i referensvardet. Satt darfor Y,.(s) = % Invers-
transformering av Y (s) ger

y(t) =1— e—K10_3t
Specifikationen pa systemets 16sningstid ger nu
y(10)=1—¢eK107 =09 = K =230

b. Domen med P-regulator beskrives av

s—0.01

Y(s) = (s + 0.1)(1000s + K)

Y (s) + F(s)

K 4 1000s
Sétt Y,(s) = 0. En stegstorning i angflodet, F(s) = 1, ger da

Y(s) = s —0.01 1
~ (s +0.1)(1000s + K) s

Slutvardesteoremet ger

s —0.01 1 -01
lim y(t) = limsY (s) = li L
fm y(f) = limsY (s) = Ums 0y a000s + K) s ~ K

Det stationéra felet blir da

0.1
e=y—y=-y=—

K
c. Bestam for det ursprungliga systemet en framkoppling H(s) fran
angflode F(s) till matarvatten M(s), s& att nivan Y blir oberoende av
andringar i angflodet.
Systemet med framkopplingen H(s)F(s) beskrivs av

Y(s) = 20— (M(s) + H(s)F(s)) + :“(S_fooi)

1073 1073 (s —0.01

S

1073 F (s)

Vi vill att verkan fran F(s) skall vara noll. Valj darfor H(s) sa att
uttrycket framfor F(s) blir noll. Detta villkor ar uppfyllt da

s—0.01

H(s) = —
() s+ 0.1

vilket ger den sokta framkopplingen.

122



7.8

7.9 a.

Lésningar till kapitel 7. Regulatorstrukturer

Dodtidsmarginalen ges av

Lm:(pﬂ
We

Berikna forst skarfrekvensen w,:

2 2

lwe(iwe + 1) ‘ B we/ w2+ 1

1

|Go(iwe)| = |Gp(iwe)Gr(iwe)| =

-1+ 17
& w§+wf—4=0 & We= +:1.25

Beriakna sedan fasmarginalen ¢,,:
. TT
¢m =1+ argGo(iw,) = 7t — 5~ arctan w, = 0.675
Vifar L,, = ¢ /w. = 0.54.
Dodtiden pa en sekund (e™*) betraktas som en del av processen.
Regulator: Gr(s) =K
1

s(s + l)e
Modell: Gp(s) = Gp(s)

—S8

Process: Gp(s) =
- s(s+1) ¢

.. . 7. AQ _
Modell utan dodtid: Gp(s) = G611

. Enligt blockschemat ges styrsignalen av

U(s) = Gr(s)( E(s) + Gp(s)U(s) — GH(s)U ()
Regulatorns overforingsfunktion ges av
= Gr(s) E(s)

— Gr(s)Gp(s) + Gr(s)Gp(s)

B 2 B 2s(s+1)
- EG) = 511220

Uls)

5 5 E(s)

S

1_s(s+1)e_ +s(s+1)

Bodediagrammet for regulatorn ar ritat i figur 7.3. Man kan notera
att Otto Smith-regulatorn ger ett stort faslyft vid det urspungliga
systemets skarfrekvens.

28(8 + 1) N 28(3 + 1)
Uls) = s(s+1)+2— 2e—sE(s) ~ s(s+1)+2—-2(1 _S)E(S)
_2(s+1)
=13 E(s)

Detta ar en fasavancerande kompenseringslank med N = 3.
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10" ¢

Forstarkning
=
T
1

Fas

10 i | i | i | i R
107 107 10° 10 10
Frekvens [rad/s]

Figur 7.3 Otto Smith-regulatorns Bodediagram.

7.10 Systemets amplitudkurva ges av
k
G(iw)| = —
G(iw)| =~

Det racker att lasa av amplitudkurvan vid en enda punkt for att
bestdmma k. T.ex. s& ar amplituden 1 vid ca w = 4.5. Detta ger

k
1=— k=45
.5 <

Systemets faskurva ges av
argG(iw) = —/2 — wL

Det racker att ldsa av faskurvan vid en enda punkt for att bestam-
ma L. T.ex. sa ar fasen —sr vid ca w = 120. Detta ger

- =-m/2—120L < L =0.013
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Losningar till kapitel 8. Nagra
designexempel

8.1 a. Faskurvan for v = 3 knop skiar —180° vid w_180- =~ 0.03 rad/s. Vid
denna frekvens &dr absolutbeloppet |G(i0.03)| ~ 2. Forstarkningen K
maste foljaktligen vara mindre 4n 0.5 for att det slutna systemet skall
vara stabilt.

b. For att skarfrekvensen skall vara w, med fasmarginal ¢,, s maste

|Gr(iwe)Giw.)| =1
arg G, (iw.)G(iw.) = ¢, — 180°

dar Gr(s) = K(1 + Tps). Detta leder till ekvationerna
K|G(iwe)|\/1+ Thw?2 =1
arg G(iw.) + arctan Tpw. = ¢, — 180°

Med w, = 0.03 rad/s, ¢, = 60°, |G(iw.)| ~ 2 och arg G(iw.) ~ —180°

sa far vi /3
tan 60° 3
T, = 207 _ VO 577
0.03 _ 0.03
K = 1 ~ -t — 025

G(iwe)|\/1+ T2w2 272

c. Om hastigheten plotsligt 6kar fran 3 till 7 knop sa géller de pric-
kade Bodekurvorna i Fig. 8.2. Den mest dramatiska forandringen ar
att amplitudkurvan har héjts med en faktor 20. Dessutom har fas-
kurvan sankts for frekvenser 6ver 0.03 rad/s. Detta resulterar i att
bade fas- och amplitudmarginal reduceras kraftigt. En noggrannare
undersokning visar att det slutna systemet i sjalva verket blir insta-
bilt. Detta kan utldsas ur Bodediagrammet i Fig. 8.2, som dels visar
det nominella fallet v = 3 knop, dels fallet v = 7 knop. Ett satt att

undvika detta problem ar att istillet vélja v = 7 knop som nominellt
fall for berdkningen av PD-regulatorn. Detta innebéar dock att man
maste acceptera ett langsammare insvangningsforlopp for den lagsta
hastigheten v = 3 knop. Ett battre satt ar att lata K och Ty bero
av hastigheten v. Denna metod brukar kallas for parameterstyrning
("gain scheduling”).

d. Den approximativa overforingsfunktionen fran g till 2 kan skrivas

kv
s3

Grp(s) =

Ur Bodediagrammet kan man fér v = 3 knop = 3-1.852/3.6 ~ 0.5144-3
m/s avlasa att |Gpg(i - 0.1)| ~ 0.04 vilket ger att

0.1%-0.04

- @ ~ . =5
"™ 3.0.5144 2.6-10

125



Lésningar till kapitel 8. Ndgra designexempel

102 ¢ —
101 £
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B 100 L
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Figur 8.1 Bodediagram for den PD-komenserade 6ppna loopen i uppgift 8.1. De
heldragna kurvorna svarar mot hastigheten v = 3 knop (nominella fallet) medan de
prickade kurvorna visar fallet v = 7 knop. Notera att det senare fallet ger ett instabilt
slutet system.

e. Slutna systemets karaktaristiska ekvation ges av

126

3+ Kk,v=0

Eftersom alla koefficienter inte &r positiva ar systemet inte stabilt
for nagot val av K. I uppgift (a) konstaterades via det uppmatta fre-
kvenssvaret att det Aterkopplade systemet var stabilt for K < 0.5.
Forklaringen fas ur samma Bodediagram som anvandes i (a): Approx-
imationen giller bara for hoga frekvenser (w > 0.05) och vid sa laga
forstarkningar som K < 0.5 ar skarningsfrekvensen w, < 0.03 dvs
utanfor modellens giltighetsomrade. For w < 0.03 visar t.ex. Bodedia-
grammet en fas som ar ovanfor —180° medan den férenklade modellen
ju har fasen —270° for alla frekvenser.

. Om x = (&, a, h)T och u = S8 sa blir tillstandsekvationerna

0 0O ky
x=]1 0 O)lx+ |0 |u
0 v O 0
Med tillstandsaterkopplingen © = —Lx + u, blir slutna systemets

karakteristiska polynom
p(s) = det(sI — A+ BL) = s® + kyl1s® + kylas + kyvl3
Det onskade karakteristiska polynomet ar

p(s) = (s+7w0)(s2+2§wos+w%) = s3+(7+2§)w032+(2;f(+1)w%s+;/w%
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Direkt jamforelse ger att

I = (¥ + 20)wo
L= T 250

ky
(27¢ + 1)wp
Iy = 2¥5 T 2)%%
ky
= 79
kyv

g. Stationaritet innebar i detta fall att hojden ar konstant, A = Aer.

8.2 a.

Detta betyder i sin tur att alla derivator av A maste vara noll dvs
o = 0 och & = 0. Nar hojden natt sitt ratta viarde maste ocksa
styrsignalen u = 8 vara noll eftersom ubaten annars skulle ha fortsatt
att stiga. Man erhaller darfor L, ur ekvationen

0= Lrhref_ll '0_12 'O_l3href
Harav far man da v = 3 knop att

rT8 T v 26-105-3-05144  4.0-10-5

Vid en momentan stérning med AA = 0.1 m blir roderutslaget

3 3
Ywy 0.2wj
AB =1l3-Ah = 0.1~
B =1ls vk, 3.0.5144-2.6-10-5

Eftersom AB < 5° sa maste vi

1
-3:0.5144-2.6-107°\3
wo§<5305 6-10 >~o.1

0.2

Ur Bode-diagrammet avlaser man oscillationsfrekvensen w, ~ 27
rad/s och kritiska forstarkningen K. ~ 3.6. Oscillationsperioden blir
da T, = 27r/w, ~ 0.23 Detta ger PID-parametrarna K = 0.6 K, ~ 2.2,
T, = T,/2 ~ 0.12 och Ty = T,/8 ~ 0.03. Stegsvaret for det slutna
systemet visas i Fig. 8.2. Specifikationerna ar helt klart inte uppfyll-
da. En PID-regulator (med filterfaktor) kan betraktas som en andra
ordningens regulator med integration. Med en mera generell andra
ordningens regulator med integration kan man i sjdlva verket uppfyl-
la specifikationen (Fig. 8.3). Forsoker man oversatta denna regulator
till motsvarande PID-parametrar sa fir man i just det hér fallet en
negativ derivatatid Ty.

. Stationart maste alla derivator av tillstdnden vara noll x = 0. Det

galler darfor att
0= Ax°+ Bu’ = (A— BL)x° + BL,y,
yr=y°=Cx°

Detta ger att
1

Lr=-Ca—Br) B
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T NP BN SRS Rt 970 N SN IS NS S

Figur 8.2 Stegsvaret med PID-reglering enligt Ziegler-Nichols.

1.6
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Figur 8.3 Stegsvaret for slutna systemet med en andra ordningens regulator med
integration.

c. Med x utvidgad till x, = (x1, x9, &3, ;)T s& far man

_ditdy dr _kr kmki
J1 J1 J1 0 Tl O
dr _drtds Ry 0 0 0
a'ce = Jz J2 Jz xe + u + yr
1 -1 0 0 0 0
0 B, 0 0 0 -1

y= [0 ku, O O]xe

dar referenssignalen y, har inforts som en extra insignal.
d. Ungefarligt varde pa w,, blir

In0.02

— T~ 20
0.5-0.38

wWm ~
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e. Nar det géller laststorningen sa ar det snabba Kalmanfiltret (w, = 40)
bast. Det ar dven bast néar det giller att dampa brusets inverkan pa ut-
signalen. Daremot ar det simst da det giller att undertrycka brusets
inverkan pa styrsignalen. For w, = 10 och w, = 20 ar bruskins-
ligheten ungefar densamma medan w, = 10 ger en langsammare
eliminering av laststérningen. Ett lampligt val ar w, = 20.
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9.1

9.2

130

jamforelse mellan modellbeskrivningar

a. Stegsvarets amplitud paverkas, men inte tidskonstanten. Polen pa-

verkas inte. Nyquistdiagrammet behaller sin form, men varje punkt
pa kurvan ror sig radiellt fran origo. I Bodediagrammet dndras amp-
litudkurvan i y-led, medan faskurvan ar oférandrad.

Eftersom styrsignalen &r ett enhetssteg ges K av stationéra vardet
pa méatsignalen i stegsvaret. I Nyquistdiagrammet kan K avlasas vid
startpunkten pa positiva reella axeln och i Bodediagramet kan K
avlasas i forstarkningskurvan da w — 0.

. Stegsvarets amplitud paverkas inte, men tidskonstanten ges av T.

Polen &r s = —1/T, vilket innebar att en stor tidskonstant ger en
pol néra origo, medan en kort tidskonstant ger en pol langt bort fran
origo. I Bodediagrammet ar brytfrekvensen 1/7T, och den varierar
darfor nar T varierar. Nyquistdiagrammets utseende paverkas inte
av T, men frekvensen varierar utmed kurvan.

Antag att vi har tva processer med olika viarden pa T'. D4 kan vi alltid
hitta tva frekvenser sa att

K K

Glent) = 1o = O0 ™) = 1

det vill sdga alla punkter som finns p4 den ena Nyquistkurvan finns
ocksa pa den andra, fast vid en annan frekvens.

. En variation i L motsvarar en translation av stegsvaret. Vi kan inte

representera dodtiden i singularitetsdiagrammet. Bodediagrammets
amplitudkurva paverkas inte, eftersom |e~“L| = 1, men fasen mins-
kar. Varje frekvenspunkt i Nyquistdiagrammet far oférandrat avstand
fran origo, men fasen minskar. Eftersom fasen gar mot —oco da w — oo
blir Nyquistkurvan spiralformad.

. Forandringarna ar desamma som i uppgift la.

. Forandringarna &ar analoga med dem i uppgift 1b. Da 77 > Ty far

man ett stegsvar som liknar det i uppgift 1a med T ~ Ti. Aven
Bodediagrammet och Nyquistdiagrammet liknar dem i uppgift 1a vid
laga frekvenser. Man kan darfor i manga sammanhang approximera
overforingsfunktionen med

K K
(1+sT)(1+sTy)  (1+sTy)

G(s) =

. Om nollstallet ligger langt fran origo paverkas inte representationerna

namnvéart. Om nollstéllet ar negativt och ligger néra origo fir man en
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9.3

stor 6verslang i stegsvaret. Om nollstallet ar positivt och ligger nara
origo kommer stegsvaret att forst ga i fel riktning. Om nollstéllet ar
positivt kommer det att ge ett negativt tillskott till fasen.

Da T3 < 0, d.v.s. da nollstillet ligger i hogra halvplanet, 4r processen
svar att reglera. Man kan forsta att det ar svart for en regulator
att agera pa ratt sidtt nir en styrsignaldndring gor att matsignalen
initialt gar i motsatt riktning mot den 6nskade. Fenomenet kan man
forsta genom att skriva overforingsfunktionen pa foljande séatt

oo KO+sTy) K KTy
) = G sm)@+sT9) ~ A tsT)A+sT9) T (L+sT1)(1 +5T5)

Overforingsfunktionen bestar alltsd av tva termer, en som dr den
overforingsfunktionen vi hade i uppgift 2a och en som ar samma 6ver-
foringsfunktion multiplicerad med s75. Den andra termen &r alltsa
proportionell mot derivatan av maéatsignalen vi fatt om vi inte haft
nagot nollstidlle. Om T3 < 0 kommer denna term att ge ett negativt
bidrag, vilket forklarar att stegsvaret initialt gar at fel hall.

. Frekvensen w paverkar snabbheten hos systemet, men inte stegsva-

rets form. Variationer i w flyttar polerna radiellt fran origo. I Bo-
dediagrammet paverkar w inte formen, men brytfrekvensens lage.
Nyquistdiagrammet paverkas ej till formen, men frekvenserna flyttas
utmed kurvan.

. Den relativa dampningen { paverkar inte snabbheten hos stegsvaret,

men formen. Ett litet varde pa ¢ ger ett svingande och daligt dampat
stegsvar. Ett litet varde pa ¢ ger en stor resonanstopp i Bodediagram-
met och i Nyquistdiagrammet far man en stor forstarkningsokning
och en snabb fasvridning runt w.
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